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El concepto de enseñanza abierta desarrollado por la Open University 
utiliza materiales en forma de libros, películas y cintas magnetofóni- 
cas que el estudiante utiliza fuera de la institución. Sin embargo, es- 
tos materiales también pueden utilizarse dentro de programas tradi- 
cionales. Los componentes de los programas desarrollados por la Open 
University son: 


LIBROS: Todos los libros tienen el mismo formato, y fueron escri- 
tos, diseñados y producidos por especialistas de la Open University. 
La mayor parte de los libros están profusamente ilustrados con dia- 
gramas y fotografías —muchas a colores— y tienen un diseño fácil y 
atractivo para el estudiante. Cada libro contiene objetivos de apren- 
dizaje muy explícitos, y cuestionarios de autoevaluación, así como 
respuestas y comentarios a la autoevaluación, permitiendo así al es- 
tudiante, darse cuenta de su propio progreso. Todos estos libros pue- 
den utilizarse como textós —ya sea en forma individual, o uniendo 
varias unidades— o como material de referencia. 


PELICULAS: Las películas han sido preparadas como material 
suplementario y de refuerzo para permitir al profesor mayor libertad 
de trabajo con cada estudiante. Las películas están en 16 mm, y en 
su mayor parte son en blanco y negro. A la fecha de publicación de 
estos libros sólo están a la venta en idioma inglés. 


CINTAS MAGNETOFONICAS: Al igual que las películas, estas 
cintas fueron preparadas como material suplementario y para ser uti- 
lizadas por el estudiante en su propia casa. A la fecha de publicación 
de estos libros sólo están a la venta en idioma inglés. 


NOTA A LOS MAESTROS: Se han mantenido todas las referen- 
cias a otros elementos del programa en los materiales impresos, por 
considerarse que no obstaculizan la utilización de los libros como 
textos independientes. Los profesores que no tengan acceso a los ma- 
teriales audio-visuales fácilmente podrán sustituirlos con sus pro- 
pios experimentos o explicaciones. 


Esta obra se imprimió en los Talleres Gráficos de Carvajal £ Cía. 
de Cali, Colombia, en el mes de abril de 1974. Se imprimieron 5000 
ejemplares en papel offset de 90 g/m?. 
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OBSERVACIONES AL ALUMNO 

Al comienzo de cada texto encontrará lo siguiente. 

1. UNA PRESENTACION DE NUESTROS OBJETIVOS en la unidad, la cual puede usar para comprobar si ha completado el 
curso satisfactoriamente. . 

2. UN DIAGRAMA ESTRUCTURAL que le muestra cómo están relacionadas las diferentes secciones de la unidad. El diagrama 
consta de: 
a) cuadros rojos que muestran la secuencia principal. 
b) cuadros negros punteados (a la izquierda del rojo) que le muestran lo que esperamos ya sepa antes de fijarse un estudio 

detallado. 

ec) cuadros negros (a la derecha del rojo) que le ayudan a escoger temas que puede posponer u omitir si tiene poco tiempo. 

3. UN GLOSARIO de las definiciones, notaciones, etc., usadas en la unidad como referencia inmediata. 

4. UNA BIBLIOGRAFIA de los libros que puede consultar cuando haya acabado el trabajo de la unidad. 

5. CONCLUSIONES Y RESUMEN del trabajo realizado al final de cada texto. 


NUMERACION E INDICADORES 

Dentro de cualquier sección nos referimos a los temas por medio de un número. Al referirnos al mismo tema en otra sección, citamos 
cuatro números: número de la unidad, número del capítulo o parte, número de sección y número del tema. Por ejemplo, “Ecuación 3” 
si aparece en la misma sección, y “Ecuación 4.3.1.3”, si está en otra sección. Los tres primeros números se citan en la parte superior 
de la página. Creemos que este es un sistema claro y fácil para consultar cualquier tema. Los indicadores serán una guía valiosa 
y le ahorrarán tiempo. 

En la margen derecha del texto hemos tratado de indicar la clase del material. Los términos usados son tan claros que no necesitan 
explicación. Por ejemplo, “Discusión” significa que una vez que haya entendido el tema, no necesita de nuevo recurrir a esta parte 
del texto. Estos INDICADORES tienen por objeto ayudarlo a localizar rápidamente las partes importantes cuando esté repasando 
o tenga que omitir parte del texto por falta de tiempo. 

También hemos tratado de indicar la importancia de los temas por el sistema de estrellas. 

«** Esto es muy importante. Usted debe entenderlo claramente. En algunos casos lo usará con tanta frecuencia, que se familiari- 
zará con ello sin necesidad de memorizarlo deliberadamente. El punto principal de este curso es no aprenderse los datos de me- 
moria; nosotros creemos que es más importante que entienda el trabajo y sea capaz de aplicarlo en la solución de los problemas. 
»* Este es de menor importancia, pero tiene material al cual nos referiremos más adelante. 

* Esto generalmente no lo guía a trabajos adicionales en este curso y lo puede omitir si tiene poco tiempo. 

Ml Indica el final de cada ejemplo, ejercicio o solución. 


Objetivos 


El primer objetivo de esta unidad es la explicación del teorema 
fundamental del cálculo y su uso como procedimiento rutinario 
para la obtención de funciones primitivas de cualquier función 
que necesitemos integrar (supuesto que existe una función pri- 
mitiva que se puede expresar en términos de funciones cono- 
cidas). 


Después de haber trabajado esta unidad, usted ha de poder: 


(1) explicar, con sus propias palabras, el significado del teo- 
rema fundamental; discutir las principales características 
de la demostración y decidir si una función dada verifi- 
ca o no las condiciones necesarias para la validez de la 
demostración; 

(ii) encontrar funciones primitivas e integrales definidas de 
funciones sencillas, usando la tabla de primitivas que 
aparece en la Sección 13.3.1; 

(111) aplicar el método de integración por partes a integrales 
adecuadas dadas; 

(iv) aplicar el método de integración por sustitución a inte- 
grales adecuadas dadas; 

(v) trascribir integrales expresadas en notación de funciones 
a notación de Leibniz y viceversa. 
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Diagrama estructural 
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Integración 1, 
Unidad 9 


Diferenciación 1, 
Unidad 12 


La ecuación de 
la elipse, R.B.4 


Identidades 
trigonométricas R.B.10 
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EL TEOREMA 
FUNDAMENTAL DEL 
CALCULO, 13.1 


Integración por medio de 
la tabla de funciones 
primitivas, 13.1.1 


Integración de sumas y 
factores constantes, 
132.1 


Vida promedio en la 
desintegración 
radiactiva, 13.2.3 


Integración por partes, 
132.2 


El área de una elipse, 
13,2:5 


La evaluación de x, 
13.2.6 


Integración por 
sustitución, 13.2.4 


Integración con la 
notación de Leibniz, 
(NAT 


Glosario 


CONSTANTE DE 
INTEGRACION 


ELIPSE 


FUNCION 
PRIMITIVA 


IDENTIDAD 


INTEGRACION POR 


PARTES 


INTEGRACION POR 


SUSTITUCION 


INTEGRAL 
INDEFINIDA 


INTEGRAR UNA 
FUNCION DADA f 


OPERADOR DE 
INTEGRACION 


Todas las funciones de la forma x ——F(x) 
+ c,c ER, son primitivas de la función real 
f (donde DF = f); c es la llamada constante 
de integración. 


Una elipse es una figura plana que (en un 
sistema apropiado de coordenadas cartesia- 
nas) es la gráfica de una ecuación 


2 
ey 
2+tp=) 


donde x y y son coordenadas cartesianas y 
a y b son números reales. 


Si f es una función real, entonces una fun- 
ción F tal que 


b 
s=r0)-ra, 


para todos a y b del dominio de f, es una 
función primitiva de f. 


Una identidad es una fórmula como f(x) = 
g(x), que relaciona imágenes de dos funcio- 
nes y que se verifica para todos los elemen- 
tos del dominio común. 


La integración por partes es la evaluación 


b 
de la integral f f X Dg usando la regla 


b b 
fr> Dg=tfx gm) g x Df. 
La integración por sustitución es la evalua- 


b 
ción de la integral f (gek) X Dk por me- 


dio de la regla 


k(b) 


b 
eto x Dk= g- 


k(a) 
Una ¿integral indefinida es otro nombre da- 
do a una función primitiva. 


Integrar una función dada f es encontrar 
una función primitiva de f. 

El operador que denotamos por ] y que apli- 
ca una función real continua a su función 
primitiva se llama operador de integración. 
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Notación 


Los símbolos se presentan en el mismo orden en que aparecen 
en el texto. 


Pr 
RR 


I 
Foro, b] 
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La integral definida de f en [a, b] 


El producto cartesiano de R por sí mismo 
El operador de integración 
El valor medio de la función f en el intervalo [a, b]; 


esto es, 
1 b 
b— A) S 


El límite de f cerca del punto a 


El operador derivación 


La notación de Leibniz para expresar la derivada de 
fen x. 


La notación de Leibniz para lus 

El símbolo lógico para la an 
F(b) — Fla), es decir, les donde DF =f 
La función e 


El símbolo lógico para la equivalencia 
El dominio del operador / 


La función logaritmo 


La integral definida de la función x-———x cos x en 
la, b] 


Una de las funciones primitivas de la función real 
continua f 


Bibliografía 


Cualquier texto de cálculo tendrá los mismos temas tratados en 
esta unidad. Recomendamos los siguientes libros: 


S. K. Stein, Calculus for the Natural and Social Sciences 
(McGraw-Hill 1968). 


Este es un libro muy bien planeado, lleno de diagramas, ejerci- 
cios y aplicaciones. En el Capítulo 6 (páginas 116 a 129) se 
explica y se demuestra el Teorema Fundamental. Las reglas de 
integración se dan en el Capítulo 7 (páginas 130 a 138) y se es- 
tudian en el Capítulo 8, algunas aplicaciones de integración. 


R. Courant, Differential and Integral Calculus Vol. 1 (Blackie 
1966). 


Esta es una exposición muy clara de las matemáticas y contiene 
bastantes diagramas y ejercicios. Las aplicaciones en las pági- 
nas 122 a 126 se refieren principalmente a la física. Se trata el 
Teorema Fundamental en las páginas 109 a 119 y las reglas de 
integración se estudian en las páginas 141 a 144 y 204 a 221. 


T. M. Apostol, Calculus Vol. 1 (Blaisdell 1967). 


Este es un libro muy bien escrito y es del tipo de texto que se 
usa en las universidades americanas para trabajar durante un 
año. En la página 202 encontramos una buena explicación del 
Teorema Fundamental; en las páginas 212 a 220 se trata la inte- 
gración por sustitución y por partes. Hay abundancia de diagra- 
mas y ejercicios. En la página 210 encontramos un estudio exce- 
lente de la notación de Leibniz. 


J. C. Burkill, A First Course in Mathematical Analysis (Cam- 
bridge University Press 1962). 


Este es un estudio muy elegante y conciso del cálculo dirigido 
a “los estudiantes que tienen un conocimiento fundamental 
del cálculo y están preparados para un estudio más sistemá- 
tico”. En las páginas 128 a 129 se presenta el Teorema Funda- 
mental, y en las páginas 129 a 137 se estudian las técnicas de 
integración y la evaluación de r. Es un libro excelente para 
los estudiantes que van a tomar cursos más avanzados de 
matemáticas. 
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13.0 INTRODUCCION 


Esta es la segunda de las dos unidades que, sobre integración, 
contiene el Curso Básico. En la Unidad 9, Integración I, discu- 
timos la integral definida, cómo podíamos aplicarla a proble- 
mas tales como la medición de áreas y de volúmenes de revolu- 
ción y cómo podíamos evaluar integrales definidas de funciones 
polinómicas usando directamente la definición de integral de- 
finida. Este método de evaluar integrales se basa en ideas que 
fueron desarrolladas por Arquímedes hace unos 2200 años y, por 
cerca de 1900 años, fue el único método conocido para resolver 
tales problemas. Sin embargo, hace unos 300 años, Newton y 
Leibniz, trabajando independientemente, descubrieron un mé- 
todo mucho más poderoso que simplifica grandemente los 
cálculos y que, en consecuencia, aumenta el número de funcio- 
nes que pueden ser integradas. Esta unidad se dedica al estu- 
dio de este segundo método de evaluar integrales. La base del 
método es un teorema conocido como el teorema fundamental 
del cálculo. Este teorema establece una relación entre dos 
materias que hemos considerado separadamente: la integración 
y la derivación. La razón por la cual este teorema permaneció 
desconocido durante 1900 años se debe a que requería algunos 
conceptos que, aún en tiempos de Newton, eran difíciles y poco 
familiares hasta para los más grandes matemáticos. Hoy, la si- 
tuación es muy diferente; estamos familiarizados con el concep- 
to de límite y sabemos cómo se puede utilizar para definir la 
derivada y la integral definida. Con estos hitos a nuestras es- 
paldas, no deberíamos encontrar tan difícil el teorema funda- 
mental del cálculo. 


En la primera parte de esta unidad dicutiremos el teorema fun- 
damental. En la segunda parte introduciremos algunas de las 
poderosas técnicas de integración que fueron posibles gracias 
al descubrimiento del teorema fundamental. 


En esta última parte consideraremos algunas aplicaciones de 
estos métodos a problemas que no pertenecen directamente al 
cálculo. Por ejemplo, el método permite escribir una fórmula 
exacta para el área del círculo y, por consiguiente, para expre- 
sar r como una integral definida. A partir de esa fórmula, se 
puede calcular (con suficiente tiempo y paciencia) el valor de r 
con tanta exactitud como se desee. 


MB 13.0 


13,0 


Introducción 
. ». 


EL 


Arquímedes 287-212 a. J. C. 
(Colección Mansell) 


Isaac Newton 1642-1727 
(Colección Mansell) 


Gottfried Wilhelm Leibniz 
1646-1716 
(Colección Mansell) 


13.1 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL 
CALCULO 


13.1.1 Funciones primitivas 


A primera vista parece que no existe ninguna relación entre la 
derivación y la integración, o entre las tangentes a una curva 
y las áreas limitadas por curvas. El primer paso para descubrir 
que sí existe una relación entre esos conceptos es examinar más 
de cerca la estructura de las fórmulas de las integrales que ya 
hemos obtenido. 


En la Unidad 9, Integración Í, vimos que un modo de considerar 
la integral definida es como un área y que, aproximando áreas 
por medio de sumas de rectángulos, pudimos encontrar fórmulas 
exactas para unas cuantas integrales definidas como, por 
ejemplo, 


b 
| o—1=5-a 


b pb? a? 
| o—x=35-5 


A 2 
b pb? a? 
e 


donde a y b son números reales, y las distintas funciones son 
todas funciones reales (esto es, cuyo dominio y codominio son 
R o un subconjunto de R; el dominio debe incluir, por supuesto, 
el intervalo [a,b]). Aunque las expresiones de la derecha de 
las tres ecuaciones son diferentes, tienen una característica co- 
mún: son la diferencia de dos términos, uno que depende de b 
y otro que depende, de la misma forma, de a. Denotaremos por 


F la función real que especifica la forma en que el primer térmi- 
2 


b 
no depende de b (por ejemplo, bici en la segunda fórmu- 


la; entonces, el primer término de la derecha es F(b), y el segun- 
do es F(a), y las fórmulas consideradas se pueden escribir en 
la forma: ' 


b 
j f = F(b) — Fía) 


con funciones f y F apropiadas. Diremos que la función F es una 


función primitiva* de la función f; en nuestro tercer ejemplo, 
b? LA 2 
A es una función primitiva de x——x?, En general, da- 


da una función freal y continua? cualquiera, definimos una fun- 
ción primitiva de f como cualquier función F tal que la ecuación 
(1) se verifique para todo a y todo b del dominio de f. 


é 


Obsérvese que decimos “una función primitiva” y no “la fun- 
ción primitiva”. La razón es que las funciones primitivas no 


*El término integral indefinida es de uso corriente. Nuestra terminología 
intenta destacar que F es una función en vez de un número como ocurre en la 
integral definida. 


Para la definición de continuidad véase la Unidad 7, Sucesiones y límites L 


2 
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Texto principal 
Rh + + 


Ecuación (1) 


Definición 1 
.h $* $ 
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son únicas; para cada f existen muchas funciones primitivas F. 
Por ejemplo, en lugar de 


p? 
F:b—=— 
y) 

en nuestro segundo ejemplo, podríamos escoger 
bp? 


Eb +3 


y también tendremos que 
b 
o—x%* =F0) - Eso, 


de modo que F, es también una función primitiva de f. 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
: a a Ne A” (2 minutos) 
Si f es una función real continua y F es una función primitiva 


de f, demuestre, utilizando la ecuación (1), que 


b a 
[rf 
a b 
para todos a y b del dominio de f. El 
Ejercicio 2 Ejercicio 2 


(2 minutos) 
Complete la siguiente tabla: 


F, una función 
primitiva de f 


ls] 
Para una función f real y continua, de dominio R, la integral Texto principal 
*. * $ 


b 
definida f f está determinada por los valores de a y b; eva- 


luarla es, por consiguiente, equivalente a calcular la imagen de 
(a, b) producida por la siguiente función de dos variables: 


b 
(a, y— | Y ((a,b)eR x R). 


Si consideramos como constante uno sólo de los valores a o b, 
entonces la integral definida está definiendo una función de 
una variable, con dominio R en vezde R X R; por ejemplo, 


— [y (b € R). 


Las funciones cuyo dominio es R son, generalmente, más fáci- 
les de trabajar que aquéllas cuyo dominio es R X R, pero, por 
ahora, no es claro cómo nos va a ayudar esta nueva función. Es (continúa en la página 4) 


3 


Solución 1 
Si F es una función primitiva de f, entonces 


b 
| 1=*0)- Fa) 


para todos a y b del dominio de f. 
Se sigue que 


Ñ S = Fla) — F(b) 
= —(F(b) — Fla), 
esto es, 
a b 
Pr=-S5 » 
b a 


Solución 2 


F, una función 
primitiva de f 


1 


(xeR) 


> X 


(xeR) 


x——x (xeR) x— ix? (xeR) 


de (er 


x— x? (x€6R) 


(viene de la página 3) 


aquí donde aparece el teorema fundamental del cálculo; nos pro- 
porciona un método general para encontrar una función primi- 
tiva de f sin necesidad de evaluarla previamente por medio de 
sumas de rectángulos. 


La tabla del ejercicio 2 nos recuerda la tabla de derivadas de 
la Unidad 12, Diferenciación [ La primera y última columnas 
constituyen una lista de pares ordenados de funciones y pue- 
den, por consiguiente, sustentar la definición de una aplicación 
cuyo dominio y codominio son conjuntos de funciones, esto es, 
un operador. No es necesario restringir el dominio de este ope- 
rador a las tres funciones del ejercicio 2; antes bien, podemos 


esperar utilizarlo en un conjunto, de dominio mucho más am- 
b 


plio, de funciones f tales que f f exista para todos a y b del 


a 
dominio de f. (Un conjunto adecuado es el conjunto de todas 
las funciones reales continuas. Véase el final de la Sección 
13.1.4.) Este operador puede llamarse operador de integración, 
y representarse simbólicamente por 


I:f—e (el conjunto de todas las funciones primitivas de f). 


El proceso de encontrar una función primitiva se llama integra- 
ción. Además, integrar la función f es aplicar el operador Jl a f. 


4 
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Solución 1 


Solución 2 


Definición 2 
* *+ * 


Definición 3 
Y HEN 


Ejercicio 3 


El área total sombreada 


este fP4= 7 


. a b b 
Utilice el resultado / f | f =/ f (dado en la Unidad 9, 


Integración I;, véase también el diagrama anterior) para probar 
que, si f es una función real continua, de dominio R, entonces, 
para cualquier número real c, la función F especificada por 


ad (xeR) 


es una función primitiva de f. ES 


Ejercicio 4 
Si f es una función real continua, de dominio R, y F es una fun- 
ción primitiva de f, ¿existen algunos números c (diferentes de 
cero) tales que la función F. definida por 

Ex H>F(X) +6 (xeR) 
es también una función primitiva de f? li 


El resultado de este último ejercicio es de gran importancia. Si 
F es una función primitiva cualquiera de alguna función dada 
f, entonces cualquier función de la forma 


xa —>F(x) +.c (xe el dominio de F) 


donde c es un número real cualquiera, es también una función 
primitiva de f. Otro modo de decir esto mismo, es decir, que el 
operador ] no es una función: con este operador, la imagen /(f) 
de un elemento dado f del dominio de 7 no es un elemento único 
de I sino un conjunto de tales elementos. El número real c se 
llama constante de integración y cada valor de c da lugar a una 
función primitiva de f. 


Ejercicio 5 
Encontrar una función primitiva F de la función 
Xx (xeR) 


que tenga esta propiedad: F(0) = 1. En 
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Ejercicio 3 
(3 minutos) 


Ejercicio 4 
(3 minutos) 


Texto principal 
+ $ * 


Definición 4 
E 


Ejercicio 5 
(2 minutos) 


Solución 3 


El resultado [s+ Er = [r da 
A Pr fo 
= F(b) — F(a) por definición de F, 


y, por consiguiente, F es una función primitiva de f. Nótese que, 
como c es arbitrario, este método nos permite definir cuantas 
funciones primitivas de f queramos. a 


Solución 4 


Si: cualquier número real c da lugar a una función primitiva de 
f. Para comprobar si F. es una función primitiva de f debemos 
comprobar si 


1 = FAb) — Fa) ((a, b)e R x R). 

Puesto E F es una función primitiva de f, tenemos que 
Dr = F(b) — F(a) ((a,b)eR x R), 

y, por A 


b 
f f = (F(b) + c) — (F(a) + c) ((a,b)eR x R); 


esto es, 
b 
| r=.0- E: ((a,b)eR x R) 
de manera que F. es una función primitiva de f. | 
Solución 5 


Una función primitiva de x——x es x-——3x?, de modo que 
una función primitiva más general de x-——x es x—h+c, 
donde c es un número real cualquiera. Denotando esta función 
por F tenemos que 


F(x) = 3x? + c, de donde F(0) = c. 


El ejercicio pide que F(0) = 1, con lo cual es c = 1 y, por con- 
siguiente, la función primitiva buscada es 


x—hx? + 1 (x ER). El 


13.1.2 El teorema fundamental del cálculo: 
parte 1 


Si la única propiedad de las funciones primitivas F de una fun- 
ción f fuera verificar la definición dada en la sección preceden- 
te, esto es, 
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Solución 3 - 


Solución 4 


Solución 5 


13.1.2 


Texto principal 
* * + 


Pr = F(b) — F(a) ((a,b)eR x R), 


entonces nos estarían proporcionando nada más que una nota- 
ción alterna para denotar las integrales definidas. No nos pres- 
tarían ayuda para realizar los cálculos de la evaluación de una 
integral definida porque el único modo que tendríamos para 
hallar una función primitiva de f sería encontrar, primero, la 
integral definida y, después, usar la ecuación (1) o la fórmula 
del ejercicio 13.1.1.3, para hallar F. La propiedad que hace real- 
mente útil el concepto de función primitiva es que existe otro 
modo de encontrar las funciones primitivas, que no requiere 
que se busque primero la correspondiente integral definida. Este 
método nos lo proporciona el teorema fundamental del cálculo. 


La idea básica del teorema fundamental del cálculo consiste en 
acercarse a la aplicación de la integración “por detrás”; esto 
es, identificar la aplicación recíproca. En vista de la propiedad 
que hemos usado para definir /, 


Me fi 0 


eso equivale a encontrar una regla que nos dé f en términos de 
una de sus primitivas. En otras palabras, consideraremos que es 
F (en vez de f) la función que viene dada por la ecuación (1) y, 
a continuación, trataremos de determinar la función f, a partir 
de F. Esto nos permite identificar la aplicación 


AE 


podemos, después, encontrar primitivas de f invirtiendo esta 
nueva aplicación, en vez de evaluar las integrales definidas di- 
rectamente. 


Suponemos, como siempre, que f y F son funciones reales y tam- 
bién supondremos, para poder establecer teoremas que se pue- 
dan probar rigurosamente (aun cuando no los demostremos ri- 
gurosamente aquí), que f es continua en todo su dominio. Como 
no se ve ningún procedimiento inmediatamente obvio para 
encontrar f, aunque se conozca F y se utilice la ecuación (1), 
parece llegado el momento de aplicar uno de los principios de 
Polya en la resolución de problemas. “¿Conoce usted algún pro- 
blema relacionado con este?” Necesitamos conseguir el valor 
de f(x) utilizando una integral de f. No podemos hacer esto to- 
davía, pero en la Sección 9.3.2 de la Unidad 9, Integración 1, 
vimos cómo podíamos conseguir promedios a partir de integra- 
les definidas. La fórmula era 


1 b 
fronla.6) == | 1: 


donde forom[a, b] denota el valor medio (promedio) de la fun- 
ción f en el intervalo [a,b]. La ecuación (1) nos da ahora 
este valor medio en términos de F: 

F(b) — F(a) 


E b] > b == 


La expresión de la derecha se puede interpretar gráficamente: 
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Ecuación (1) 


Ecuación (2) 


es la pendiente de una cuerda de la gráfica de F, según se ilus- 
tra en la figura siguiente: 


Fx) 


Cálculo del valor medio de f(x) 
en la gráfica de F 


Ahora necesitamos un procedimiento para ir del valor medio de 
f en la, b] al valor de f en algún punto específico de su domi- 
nio. Ya enfrentamos un problema semejante (Unidad 7, Suce- 
siones y límites I; Unidad 12, Diferenciación I) cuando quisimos 
obtener velocidades instantáneas basándonos en velocidades 
medias. El procedimiento es, aquí, el mismo. Repasemos rápida- 
mente el argumento utilizado. Como f es continua, podemos ase- 
gurar que, si a y b están muy cerca entre sí, entonces f(x) se 
mantiene casi constante en todo el intervalo [a,b], de modo 
que su valor en un punto cualquiera del intervalo, digamos a, 
está muy cercano al valor medio de f(x) en [a,b], como se 
ilustra en la figura siguiente: 


t(0) 


Y orom [a, b,] 


Variación del valor medio de f(x) 
cuando se reduce la longitud 
del intervalo 


Tomando b suficientemente cerca de a, esperamos hacer el error 
de esta aproximación tan pequeño como queramos y, con un pro- 
cedimiento de aplicación de límites adecuado, esperamos obte- 
ner f(a) exactamente. Para formular esta idea con mayor preci- 
sión, esperamos encontrar que 


lim (Soron[a, 5]) = F(0), 


esto es, 


MB 13.1.2 


Ecuación (3) 


Se puede demostrar que, en realidad, esta ecuación se verifica 
(y que el límite de la izquierda existe), cuando la función f es 
continua en a. Utilizando la ecuación (2) para sustituir en la 
ecuación (3) obtenemos 
lím F(b) — F(a) A 
b=a 


b=a 


Fa). 


En términos de la gráfica de F, el límite de la izquierda es la pen- 
diente límite de la cuerda AB cuando B está muy cerca de A. Ya 
sabemos por la Unidad 12, Diferenciación I, que esta es la pen- 
diente de la tangente en A y viene dada por la derivada de la 
función F en a, esto es, por DF(a), donde D es el operador deri- 
vación definido en la Unidad 12, Diferenciación Il. 


F(x) 


Hemos encontrado, así, que 
DF(a) = f(a). 


Como esta ecuación se verifica para cualquier número real a del 
dominio de f, se sigue que las funciones DF y f son idénticas. 
Esta es la primera parte del teorema fundamental del cálculo: 


Si f es una función real continua y si F es una función 
primitiva de f, entonces DF =f. 


En otras palabras, la derivación que nos lleva de F a f deshace 
la integración que nos llevó de f a F. 
Ejemplo 1 


Ya hemos visto que una función primitiva de (x H=—>x) es 
(x—— 3x2). ¿Cómo se adapta este resultado al teorema? 


En el contexto del teorema, (x=—— x) es f y (x——3x?) es F. De 
acuerdo con el teorema, DF = f, y vemos que, en verdad, 


D(x—— 5x2) = (x—— x). [] 
Ejercicio 1 
Encontrar la derivada en x de cada una de las funciones 
3 S b 
— | f y — | e 


donde f es una función real y a y b pertenecen al dominio de e 
(SUGERENCIA: Reconsidere el ejercicio 13.1.1.3.) 
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Teorema 
+ + + 


Ejemplo 1 


Ejercicio 1 
(5 minutos) 


Si usted está familiarizado con la notación de Leibniz para las 
derivadas, escriba también sus resultados en esa notación. 


Estos resultados dan otra formulación, muy conveniente, de la 
primera parte del teorema fundamental. Ñ 
Ejercicio 2 


Utilice el teorema fundamental para comprobar si son verdade- 
ras O falsas las proposiciones siguientes: 


b 

(1) f x—> sen x = cosb — cosa VERDADERA/FALSA 
b 

(ii) j x=——> cos x =senb —sena. VERDADERA/FALSA 
- A 


La primera parte del teorema fundamental del cálculo no resuel- 
ve completamente el problema de encontrar las funciones pri- 
mitivas pero nos pone en camino de la solución. No muestra 
cómo encontrar una función primitiva, F, de una función con- 
tinua dada, f. Nos dice que cualquier función primitiva F se 
puede derivar y que su función derivada es f. Podemos usar este 
teorema para encontrar f cuando se conoce F, o para comprobar 
los cálculos que condujeron al hallazgo de una función primitiva. 


13.1.3 El teorema fundamental del cálculo: 
parte 2 


¿Cómo podemos usar el resultado de la sección precedente para 
evaluar integrales? Para evaluar una integral definida que com- 
prende una función f dada, es suficiente conocer una función 
primitiva de f. El resultado nos ayuda a reconocer una posible 
función primitiva porque nos dice que toda función primitiva 
de una función continua f dada tiene la propiedad siguiente: 
su derivada es la función f. En consecuencia, si revisamos las 
funciones cuya función derivada es f, encontraremos todas las 
primitivas de f y, quizás, algunas otras funciones también. Así, 
el resultado limita el campo donde podemos buscar funciones 
primitivas de f pero no nos dice cómo podemos estar seguros de 
encontrarlas o cómo estar seguros si una supuesta función pri- 
mitiva de f lo es realmente o no. 


Conjunto de todas las 
funciones primitivas de f 


¿Hay algunas funciones en 
el conjunto sombreado? 


Conjunto de todas las 
funciones cuya función 
derivada es f 
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Ejercicio 2 
(3 minutos) 


Texto principal 
*h + $ 


13.1,3 


Discusión 
>. « 


(continúa en la página 12) 
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Solución 13.1.2.1 Solución 13.1.2.1 


Denotando por 
F, la función | A 
y por 


b 
F, la función | e 


vemos (por el resultado del ejercicio 13.1.1.3) que F, es una fun- 
ción primitiva de f, de manera que el teorema fundamental del 
cálculo nos da 


DF, =f, 
esto es, la derivada de — | fenxes flx). 


Para F,, podemos usar el resultado 


pd 


obtenido en el ejercicio 13.1.1.1; entonces, 


| f; 
b 


es decir, 


ice | fe 

b 

Usando nuevamente el resultado del ejercicio 13.1.1.3, vemos 

que —F, es una función primitiva de f y, por consiguiente, 
D(-F,) =$ 


Por la primera regla de derivación (véase la Unidad 12, sección 
10:22), 


D(=1 Xx Fs) = =1:x DEs, 
y, por tanto, 
DF, = —f; 


b 
esto es, la derivada de x— | f enxes —f(x). Usando la no- 


.s . A ee S y 
tación de Leibniz podemos escribir así estos resultados: 


a ge 
5 J £od=10 y ¿S sod=-50 


donde t es una variable muda. E 


Solución 13.1.2.2 Solución 13.1.2.2 


(i) FALSA. La proposición asegura que la función coseno es 
una función primitiva de la función seno. La derivación de 
la primitiva, cos, tendría que restaurar la función original, 
sen, pero, de hecho, tenemos D cos = —sen, con lo cual, la 
proposición es falsa. : 

(11) La proposición asegura que sen es una primitiva de cos. Si 
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esto fuera así, entonces tendríamos que D sen = cos, lo cual 
es verdadero. Por tanto, no hay ninguna evidencia contra 
la proposición y la señalamos como VERDADERA. Nótese 
el cuidado empleado en las palabras usadas. Hemos demos- 
trado anteriormente que* 


(F es una función primitiva de f) > (DF =f), 
pero no hemos demostrado que 
(DF =f)=> (F es una función primitiva de f) 


que es el resultado pedido ahora. a 


(viene de la página 10) 


En esta sección probaremos un resultado más que deshará toda 
duda posible: mostraremos que, bajo condiciones adecuadas las 
“otras funciones” mencionadas en la página 10 no existen: toda 
función cuya función derivada es f, es una función primitiva de 
f. En otras palabras, mostraremos que la región sombreada en 
nuestro diagrama de Venn representa el conjunto vacío. 


El paso principal consiste en especificar el conjunto donde se 
pueden encontrar las funciones primitivas de f: el conjunto de 
todas las funciones cuya derivada es f. En términos de gráficas, 
este conjunto es el conjunto de todas las funciones cuyas gráfi- 
cas tienen una pendiente igual a fla) cada punto donde la 
coordenada en x es a. El diagrama superior muestra la gráfica 
de una función continua f y el inferior muestra unas cuantas 
funciones que tienen por derivada la función f. 


f(x) 


xi» f(x) 


Gráficas de algunas funciones 
cuya función derivada es f 


* >es el símbolo lógico de la implicación, introducido en la Unidad 11, Lógica l. 
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MB 13.1.3 


Este diagrama muestra que las funciones cuya función derivada 
es f tiene por gráficas curvas congruentes. Esto es, una curva 
cualquiera puede superponerse a otra cualquiera si se desliza pa- 
ralelamente al eje y; ese deslizamiento no altera ni el valor de 
la coordenada x ni el valor de la pendiente, f(x), en ningún pun- 
to de la curva. 


Tal deslizamiento en la gráfica equivale a la adición de una fun- 
ción constante a la función original; esto es, a remplazar una 
función tal como x——F(x) por x > F(x) + e donde c esuna 
constante real que indica la magnitud del deslizamiento. Esto 
prueba que todas las funciones cuya función derivada es f se di- 
ferencian entre sí por funciones constantes. Como la mayor 
parte de la argumentación se ha basado en diagramas, esta es 
una prueba, no una demostración. 


Así, si tanto F como F, tienen por derivada la misma función 
f, entonces la única diferencia entre ellas es una constante. 
Ahora bien, en el ejercicio 13.1.1.2 vimos que, si F es una primi- 
tiva de f, entonces cualquier función que se diferencia de F en 
sólo una constante, es también una primitiva. Luego toda fun- 
ción que tiene por derivada la función f es una primitiva de f, 
y, por esa razón, la región sombreada del diagrama de Venn de 
la página 10 representa el conjunto vacío. 


El resultado que acabamos de probar es la segunda parte del teo- 
rema fundamental del cálculo. Esta parte nos dice que, para en- 
contrar alguna primitiva de una función continua f dada, basta 
encontrar cualquier función cuya derivada sea f. Para formular 
un sucinto enunciado del resultado, denotaremos por F una de 
las funciones cuya derivada es f, de modo que f = DF; enton- 
ces, el resultado nos dice que F es una primitiva de DF O, más 
precisamente, 


Si F es una función real cuyo dominio incluye el inter- Teorema 
valo [a, b], y si DF es continua en la, b], entonces O 


b 
j DF = F(b) — F(a) 


Como frecuentemente encontraremos expresiones de la forma 
F(b) — Fla) abreviaremos la notación a 


[FJ = F(b) — F(a) Notación 1 
de modo que, por ejemplo, escribiremos 2 
be=> 14 =3-YP =$, 


Para ilustrar cómo se puede usar esta segunda parte del teorema 
fundamental del cálculo para evaluar integrales, apliquémosla a 


2 
| x— x?, 
3 


Tenemos que encontrar una función F tal que 


DF = x+— x?, 


En la Unidad 12 demostramos que la derivación siempre reduce 
en una unidad el grado de las funciones polinómicas; eso nos 
lleva a considerar D(x=—x*%), que es x——4x?. Si no fuera 
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por el factor 4, ese sería el resultado buscado; entonces, una fun- 
ción adecuada, F, es x——1x*. De donde, 


2 2 
j x—x3 = j D(x—— 1x*) = [x—— 1x9]? 
1 1 


1/94 1/44 15 
= 42%) — 419) = 4. 
La función xx? es continua y, por consiguiente, se justi- 
fica la aplicación del teorema. 


Ejercicio 1 


Evalúe, usando el teorema fundamental del cálculo, 


b 
(es 
a 


Revise la solución del ejercicio 9.2.1.3 de la Unidad 9, Integra- 
ción Í, y compare cuánto trabajo tuvo que realizar allí (para 
evaluar la misma integral, sin el uso del teorema fundamental 
del cálculo) en relación con el trabajo efectuado ahora. gu 


Ejercicio 2 
Utilice el teorema fundamental del cálculo y la tabla de funcio- 


nes derivadas elementales (Unidad 12, Sección 12.4.1) para 
evaluar 


£ rn /2 
(1) f exp (ii) f cos (iii) f sen. 
10) 0 0 


¿Podría usted haber evaluado la segunda integral de una mane- 
ra más sencilla? 


(SUGERENCIA: Trace la gráfica de la función coseno e inter- 
prete la integral en términos de la gráfica; utilice la simetría de 
la curva.) 


13.1.4 El teorema fundamental completo 


La primera parte y la segunda parte del teorema fundamental del 
cálculo nos dicen, respectivamente, que la derivación “deshace” 
la integración y que la integración “deshace” la derivación. En 
esta sección combinaremos las dos partes del teorema en una 
sola proposición que exprese la relación simétrica entre la inte- 
gración y la derivación. Expresando las dos partes del teorema 
fundamental en términos de los operadores de integración y 
derivación, mostraremos que el teorema, como un todo, estable- 
ce que estas dos aplicaciones son recíprocas entre sí. 


Las propiedades esenciales de estos operadores consisten en 
que el operador derivación aplica las funciones a sus funciones 
derivadas y que el operador de integración aplica las funciones 
a sus funciones primitivas. En símbolos, estas propiedades se 
pueden expresar así: 


D: Fh—> la función derivada de F 
I: f —=el conjunto de todas las funciones primitivas 


de f. 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Ejercicio 2 
(5 minutos) 


13.1.4 


Discusión 
h hh * 


En ambos casos, los dominios de los operadores son el conjunto 
de todas las funciones reales; más adelante, especificaremos 
más precisamente estos conjuntos. 


La primera parte del teorema fundamental del cálculo, dada en 
la Sección 13.1.2 (página 9), establece, para un conjunto apro- 
piado de funciones f, que si F es una función primitiva de f, en- 
tonces f es la función derivada de F. 


En términos del símbolo de implicación, tenemos 

1: —F) => (D:F——$) 
La segunda parte del teorema fundamental del cálculo, dada en 
la Sección 13.1.3 (página 13), establece, para un conjunto apro- 


piado de funciones F, que si f es la función derivada de F, en- 
tonces F' es una función primitiva de f. 


Por consiguiente, tenemos 


(D:F— f) 


Tomando estas dos proposiciones y usando el símbolo lógico 
de la equivalencia, introducido en la Unidad 11, Lógica I, Me- 
gamos a 


(D:F—> f) => (1:f — F) 
Este resultado nos da una proposición unificada de todo el teo- 
rema fundamental del cálculo. Enunciado verbalmente (para 


una función f continua que tiene un dominio y un codominio 
apropiados) es: 


f es la función derivada de F si y solamente si F es una 
función primitiva de f. 


Más sucintamente aún, podemos decir que 


las aplicaciones D e I son aplicaciones recíprocas 


(véase la Unidad 1, Funciones). 


Ejercicio 1 


Señale la propiedad correcta correspondiente a cada aplicación, 


marcando el cuadro adecuado: 
A muchos muchos 
muchos a uno a muchos 


Si F es una función del dominio de la aplicación D, ¿cuál es su 
imagen, bajo la aplicación 1 o D? S 


Ejercicio 2 
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Teorema 
fundamental 
*h + + 


Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


(continúa en la página 16) 
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Solución 13.1.3.1 Solución 13.1.3.1 
b b 
| xXx = | D(x—— 2?) = [x—> 3x2]? = 3b? — ja?. 
a a 


La solución dada en la Unidad 9, Integración I, es, considera- 
blemente, más larga que ésta. e 


Solución 13.1.3.2 : Solución 13.1.3.2 


exp (1) — exp (0) = e! — 1 
10) 


(1) f exp = f “Dexp = [explo 


(1) | cos = f Dsen = [sen]¿ =senr—sen0=0-—0=0 
0 o 
n/2 r/2 T 
(iii) sen = f D(—cos) = [—cos]3/? = —cos7 + cos 0 
0 (0) 2 
=-0+1=1 


Otro método para este segundo caso es: 


T n/2 r 
f cos = f cos + f cos 
0 0 n/2 


= área A — áreaB 


= 0, por simetría. 


El área B contribuye negativamente a la integral porque la cur- 
va queda debajo del eje x. El área total es 


r/2 r . 
j cos — f cos = [sen]¿/? — [sen], = 2. DB 


(viene de la página 15) 


Para completar la discusión, especificaremos los dominios de Discusión 
las aplicaciones D e I. Si usted no ha estudiado cálculo antes, * 
omita el resto de esta sección; lea la Sección 13.1.5 y, después, 

vaya al inicio de la Sección 13.2.0 


Como aquí estamos interesados principalmente en la integra- 
ción, comenzaremos por considerar /. Exigiremos que cualquier 
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función f que pertenezca al dominio de / verifique las tres con- 
diciones siguientes: 


(i) el codominio de f debe ser R o un subconjunto de R; 
(11) el dominio de f debe ser R o un intervalo* de R; 
(iii) la función f debe ser continua en todo su dominio. 


La primera condición es necesaria para que una integral de la 
función f, tal como se definió en la Unidad 9, Integración 1, 
tenga significado. La segunda condición no es estrictamente 
necesaria pero es muy conveniente porque asegura que, sia y b 
son dos puntos del dominio de f entonces f(x) está definida en 


b 
todo el intervalo [a, b], de manera que la integral 1] f tie- 


ne sentido. La tercera condición se justifica porque ambas par- 
tes del teorema fundamental exigen que la función que se ha de 
integrar sea continua. Tomaremos como dominio de / el con- 
junto de todas las funciones que verifican las condiciones (i), 
(ii) y (iii). Este conjunto será denotado por %. 


Puesto que las aplicaciones D e ] son recíprocas entre sí, el do- 
minio de D se determina así: tiene que ser la imagen del domi.- 
nio de /, a saber, I(6), que es el conjunto de todas las funciones 
primitivas de las funciones que pertenecen a $. Por el teorema 
fundamental del cálculo este conjunto es idéntico al conjunto 
de todas las funciones cuyas funciones derivadas satisfacen las 
condiciones anteriores. Las condiciones correspondientes a 
una función F de este conjunto son: 


(i') el codominio de F debe ser R o un subconjunto de R; 

(11) el dominio de F debe ser R o un intervalo* de R, y la de- 
rivada de F debe existir en todos los puntos del dominio 
de F;. 

(iii') la función derivada de F' debe ser continua en todo su do- 
minio. 

El dominio de D definido anteriormente no es exactamente 

igual al dominio del operador derivación (Unidad 12, Di feren- 

ciación I) pero hemos utilizado el mismo símbolo D para ambos 

operadores porque sus semejanzas son más importantes que 

sus diferencias. 


Ejercicio 3 


¿Cuáles de los siguientes ejemplos son aplicaciones válidas del 
teorema fundamental del cálculo? Si alguna aplicación no es vá- 
lida, explique por qué no es aplicable el teorema. 


: hx?six>0 
(1) f f, =[F,]., donde F, :x-—— Osix=07? (xeR) 
A -H?six<0 
e (x€ R). 


*Aquí usamos el término “intervalo” (en un sentido más amplio que antes) 
para significar cualquier subconjunto de R que contiene más de un número y 
que, además, contiene todos los números entre dos cualesquiera de sus elemen- 
tos; por ejemplo, R+, R”, [a,b], [a, bl, etc. 
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Notación 1 
* * 


Ejercicio 3 

(Este ejercicio es bastan- 
te difícil pero no emplee 
más de 10 minutos en él.) 


(continúa en la página 19) 


Solución 1 


uno a muchos 
uno a uno 
muchos a uno 


La aplicación D es muchos-a-uno: la función derivada de una 
función dada es única pero muchas funciones diferentes (se di- 
ferencian en una constante) tienen la misma función derivada. 


muchos a 
muchos 


La aplicación 1, por ser la recíproca de D, es uno-a- muchos. 


La imagen de una función continua f bajo la aplicación /, que 
denotamos por 1(f), es el conjunto de todas las primitivas de f. 
Por la primera parte del teorema fundamental, la función deri- 
vada de cada una de estas primitivas es f y, por consiguiente, 
la aplicación compuesta De] es uno-a-uno. 


Por último, la aplicación I+D, por ser la compuesta de una apli- 
cación muchos-a-uno seguida de una aplicación uno-a- muchos, 
es muchos-a- muchos: en los siguientes ejercicios se estudia más 
detalladamente esta aplicación. 


8 
Solución 2 
La imagen F en la aplicación JoD es la imagen de DF en la 
aplicación 1; esto es, es el conjunto de todas las funciones pri- 
mitivas de DF. De acuerdo con el teorema fundamental, este 
conjunto es idéntico al conjunto de todas las funciones que 
tienen por derivada la función DF. Una función de este conjun- 
to es F misma, y las otras son todas las funciones de la forma 
x=—> F(x) + c, donde c es un número real cualquiera. Conclui- 
mos que la imagen de F en la aplicación JoD es el conjunto de 
todas las funciones de la forma x+—>F(x) + c, donde c es un 
número real cualquiera. | 
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Solución 1 


Solución 2 


(viene de la página 17) 


li) Pa = Mz, donde faso— | 


1lsix>0 


=1six<0 


] (xeR) 


y f, está dada en (i). 


1 
(111) f f=1f£.J., donde f,:x——0 (xeR y x 0) 
4 y f, está dada en (ii). 
1 
(iv) f fa=[f)]!, donde f,:x——0 (xeR) 
sd y f. está dada en (ii). e 


13.15 Resumen 


Si f es una función real y continua cualquiera, entonces una 
función F definida por 


F(x) = fr+ c  (x € el dominio de f), 


donde a y c son números reales y a pertenece al dominio de f, es 
una función primitiva de f. Las funciones primitivas se pueden 
utilizar para evaluar integrales por medio de la fórmula 


b 
+= 0) Fa) =1F2, 


donde F es una función primitiva cualquiera de f. 


Dos funciones cualesquiera, si son primitivas de una misma fun- 
ción f, difieren entre sí por una constante. 


Podemos resumir el teorema fundamental del cálculo (siempre 
que f sea una función continua de codominio R y de dominio R 
o un intervalo de R) diciendo que F es una función primitiva 
de f si, y solamente si, f es la función derivada de F; esta propo- 
sición es equivalente al par de fórmulas: 


d— Ls 


b 
f DF = F(b) — F(a). 
La segunda fórmula es particularmente útil porque nos permite 
evaluar cualquier integral si podemos expresar el integrando (es- 
to es, la función que ha de integrarse) como la función derivada 
de otra función. 
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13.1.5 


Resumen 
. * * 


Solución 13.1.4.3 


(i) Válida. f, es continua en todo su dominio y F, es conti- 
nua y derivable en todo su dominio. 


Cuando x < 0, |x| = —x y tenemos que DF, (x) = —x. 
Cuando x >0, |x| =x y tenemos que DF, (x) = x. 


Se sigue que DF, =f,. 

(ii) No es válida (aunque la ecuación dada es, de hecho, verda- 
dera) porque f, no es continua (su gráfica salta en 0). Para 
deducir la ecuación dada del teorema fundamental, la inte- 


gral debe dividirse primero en dos partes: F f,= f f, + 
f Fi, Y aplicar, a cada parte, el teorema edemas. 

(iii) No es válida porque hay un salto en el dominio de f¿. De 
hecho, tenemos que f f, =0, pero [f,]! , = 2. 

(iv) No es válida porque fa no es la función derivada de f, 


(f, no tiene derivada en cero). De nuevo, A = 0, pero 


[£J%1 =2. E 
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Solución 13.1.4.3 


13.2 LAS REGLAS DE LA INTEGRACION 
13.2.0 Introducción 


El descubrimiento del teorema fundamental del cálculo incre- 
mentó notablemente la fuerza de los métodos matemáticos ana- 
líticos (en oposición a los numéricos) porque hizo posible la 
evaluación de muchas nuevas integrales que surgían en la ma- 
temática pura y en la aplicada, particularmente en dinámica. 
Un ejemplo de un problema que conduce a integrales que requie- 
ren estos métodos es el problema de demostrar que la fuerza gra- 
vitacional de atracción entre dos cuerpos esféricos, tales como 
la tierra y la luna, es la misma que si las masas de los dos cuer- 
pos estuvieran concentradas en sus centros; la solución de este 
problema fue un gran paso de avance en el triunfo de Newton al 
explicar los movimientos de los cuerpos celestes en términos de 
la gravitación. Otro de tales problemas es el de calcular r con 
exactitud; un método muy conveniente es encontrar una inte- 
gral que sea exactamente igual a r y, después, evaluar esta in- 
tegral aproximadamente por algún método como, por ejemplo, 
el método de Simpson. En ambos casos el punto esencial es que 
las técnicas basadas en el teorema fundamental del cálculo ha- 
cen posible evaluar la integral exactamente (aun cuando el va- 
lor de la integral puede ser un número irracional como 7). 


El propósito de esta sección es llegar a las técnicas de la inte- 
gración. Todas ellas se basan en la siguiente fórmula que obtu- 
vimos en la Sección 13.1.3: 


b 
j DF = F(b) — Fla), 


o en la proposición equivalente, acerca de las funciones primi- 
tivas, 
F es una función primitiva de DF. 


Así, el problema técnico de la evaluación de una integral con- 
siste en encontrar una función F, dada la función derivada DF. 
Si la función DF dada es suficientemente sencilla, es posible 
que se encuentre en una tabla de integrales elementales, como 
la que aparece al final de este libro. Tal tabla es una lista de 
funciones DF que son funciones derivadas de funciones senci- 
llas F y es, por consiguiente, un poco más que una tabla de 
funciones derivadas elementales, como la que dimos en la Sec- 
ción 12.4.1 de la Unidad 12, Diferenciación I, pero aquí se 
han intercambiado las columnas. Este intercambio de colum- 
nas en las tablas se debe a que D e I son aplicaciones recíprocas. 


En la mayoría de los casos, sin embargo, no es posible encon- 
trar la función dada DF en una tabla de integrales elementales. 
La técnica es lograr expresar la integral dada en términos de 
otra que sí esté en la tabla. Ya hemos considerado un ejemplo 
trivial cuando buscamos una función primitiva de x——x3 
Sabíamos que D(x=— x*) = (x——4x?), y de ahí vimos que 
D(x— ¿x*) = (x— x?) y, en consecuencia, una primitiva de 
(u—— x3) es (x——¿x*). Hay varias reglas, conocidas como 
reglas de integración, para conseguir estos resultados. Estas re- 
glas corresponden, en cierto sentido, a las reglas de deriva- 
ción dadas en la Unidad 12, Diferenciación I. A diferencia de las 
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13.2 


13.2.0 


Introducción 
* *+ 


reglas de derivación, las reglas de integración no garantizan el 
éxito, en el sentido de que no en todos los casos dan una expre- 
sión de la función primitiva como combinación de funciones 
conocidas. No obstante, estas reglas son suficientes para una 
gran proporción de los casos que surgen comúnmente. Por últi- 
mo, constituyen un buen balance entre los métodos analíticos, 
como los que discutimos en esta unidad, y los métodos numéri- 
cos que ya discutimos en la Unidad 9, Integración L 


Primero consideraremos las reglas que se desprenden directa- 
mente de la definición de función primitiva y, después, las que 
corresponden a las reglas de la derivación de productos y de 
funciones compuestas. Todas las reglas de integración se resu- 
men al final del texto. 


13.2.1 Factores constantes, sumas 


En la Unidad 9, Integración I y en la Unidad 12, Diferencia- 
ción I estudiamos los modos de integrar y de derivar las fun- 
ciones, en particular las funciones polinómicas, que están 
constituidas por funciones más sencillas multiplicadas por 
constantes y sumadas entre sí. 


En Integración I obtuvimos la regla para integrar dos funciones, 
digamos f y £: 


[u+ 8) = fs +[s 


y, también, la regla para integrar una función, digamos f, que 
está multiplicada por algún factor numérico k: 


[u- pS 


Estas reglas las derivamos directamente de la definición de la 
integral definida. El teorema fundamental muestra estas reglas 
bajo una nueva luz: las relaciona con los correspondientes mor- 
fismos del operador derivación que discutimos en Diferencia- 
ción [: 


D(F + G) = DF + DG, 
D(kF) = kDF 


Utilizando el teorema fundamental podemos deducir las ecua- 
ciones (1) y (3) una de la otra, en vez de probarlas independien- 
temente como hicimos en Integración I y en Diferenciación I 
Del mismo modo, las ecuaciones (2) y (4) se pueden deducir 
una de otra, indistintamente. Los detalles de estos ejercicios 
se dan en el apéndice. Es importante notar que existen también 


las correspondientes reglas para las funciones primitivas: 
Si F y G son unas primitivas de las funciones conti- 


nuas f y g, entonces F + G es una primitiva de f + g. 


Si F es una primitiva de una función continua f, enton- 
ces RF es una primitiva de kf. 


Ejercicio 1 


Demostrar la regla 1. A 
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Discusión 
k 


Ecuación (1) 


Ecuación (2) 


Ecuación (3) 


Ecuación (4) 


Regla 1 


Regla 2 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Ejercicio 2 
A partir de la fórmula elemental de derivación 
DAA) = > m7? 


donde m es un número real y los dominios de x=—x” y 
mo" 

son iguales a R*, encontrar funciones primitivas de x——x%, 

x > xP, x —— Vx. ¿Existe algún valor de r tal que x= 


+ 
xp+l 


dl 


no es una función primitiva de x => x”? A 


Ejercicio 3 . 
Por el ejercicio 2 vemos que la ¡ntegración de x=——-— exige 
Xx 


una atención especial. Utilice la tabla de funciones derivadas 
elementales que se encuentra al final de Diferenciación I, para 
encontrar una función primitiva de 


1 
x—- (xeR?) 
x [58] 
Las reglas de la adición y la multiplicación que hemos formulado 
hasta ahora para la integración son suficientes para integrar 
cualquier función polinómica. Por ejemplo, la función 


qix—ax+bx+c  (xeR) 


se puede construir, mediante las operaciones de adición y de 
multiplicación por una constante, a partir de las funciones ele- 
mentales x——x?, x——x y x——1l, que son todas de la for- 
ma x*——>x”. Vimos en el ejercicio 2 que una función primiti- 


va de x=——>x”, donde m X* —1, es x— pd 


x 
m>+l1 


Se sigue, por la regla 2, que 
una función primitiva de x——ax? es x—=Jax?, 
una función primitiva de x——bx es x-——lbx?, 
una función primitiva de x-——c es NE xX; 
y, por tanto, por la regla 1, 


una función primitiva de x-—— ax? + bx +c es 


x—>3ax?* + hbx? + cx. 


Ejercicio 4 

Encontrar todas las funciones primitivas de 
x—x3+3x4+2x  (xeR). ES 

Ejercicio 5 

Encontrar una función primitiva de 


t— 3sent + 4cost (te R). | 
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Ejercicio 2 
(3 minutos) 


Ejercicio 3 
(2 minutos) 


Discusión 
* * 


Ejercicio 4 
(2 minutos) 


Ejercicio 5 
(3 minutos) 


Solución 1 


Para demostrar la regla (1) podemos comenzar, indistintamen- 
te, por la ecuación (3) o por la ecuación (1). 


Comenzando por la ecuación (3) tenemos 
D(F + G) = DF + DG 
= f + g, por el teorema fundamental del cálculo 


Por consiguiente, F + G es una función primitiva de f + g, 
por el teorema. fundamental. 


Comenzando por la ecuación (1) tenemos, para cualesquiera a y 
b tales que el intervalo [a, b] pertenezca al dominio de f + 8, 


[uro=[1+5s 


= F(b) — Fía) + G(b) — Ga), 


por la definición de función primitiva 
= [F + G];. 


Por consiguiente, F + G es una función primitiva de f + g. 


Solución 2 
Una función primitiva de x——x* es x-——¿x? + c, para cual- 


quier c ER. 
Una función primitiva de x——x!% es x——d¿ix!! + c, para 


cualquier c ER. ya 


Una función primitiva de x——>y/x =x=—x!'? es x= 


, 3/2 
+ c, para cualquier c ER. 


Hay un valor excepcional de r para el cual falla la función primi- 
tiva sugerida. Este valor es —1. La razón es que no podemos di- 
vidir por r + 1 si este valor es cero. le 


Solución 3 
Puesto que 
Dn) = (xeR?), 
entonces una función primitiva de 
ps (xeR*) 
x 
es la función logaritmo natural 


In:x——> In x (xeR?). A 


Solución 4 


El conjunto de todas las funciones primitivas de la función da- 
da consiste en todas las funciónes de la forma 


xi— brit +< (xeR) 
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Solución 1 


Solución 2 


Solución 3 


Solución 4 


donde c es una constante real de integración. 


(Es posible que usted haya obtenido una respuesta de la forma 
—hbirhtea+co+c+0%- (x€eR) 


con una constante de integración por cada término del polino- 
mio. Ese resultado no es incorrecto pero es molesto porque da la 
impresión de que, para escoger una función primitiva, es nece- 
sario escoger tres números C,, C y Cz, cuando, en realidad, 
basta un número c, + Cc, +Cz, solamente.) 1] 


Solución 5 


Puesto que 


D(t—— —3cost + 4sent) es tt——3'sent +4cost, 
una función primitiva de 


tH—>3sent+4cost es tg>-—3c0st + 4sen!t. ma 


13.2.2 Integración por partes 


Las dos reglas de integración que debemos ver aún no están tan 
íntimamente ligadas a las reglas de derivación como las que he- 
mos estudiado en la sección precedente, pero aun así, corres- 
ponden a reglas específicas de derivación. En esta sección for- 
mulamos la regla de integración que corresponde a la regla de 
derivación del producto de dos funciones. Es útil cuando con- 
sideramos la integral del producto de funciones. 


La regla de la derivación del producto de dos funciones reales f 
y g8, obtenida en la Unidad 12, Diferenciación I, es 


DSxg=SfxDg+g8g x Df 
donde X denota la multiplicación de funciones. Para convertir 


esta expresión en una regla de integración, tomamos una inte- 
gral definida en ambos miembros de la igualdad y obtenemos 


[duxo=[u» po+ [e x Df) 


donde a y b son números cualesquiera tales que el intervalo 
la, b] esté incluido en los dominios de las funciones Df y Dg. 
Aplicando el teorema fundamental del cálculo podemos dar a 
esta ecuación la forma 


b b 
x= | xo + | 6xD1) 
o, trasponiendo el término conveniente, 


b , b 
[uba =1xet-f 6xDp, 
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Solución 5 


13.2.2 


Discusión 
* * 


Regla de la integración 
por partes 
k + + 


Esta es la llamada regla de la integración por partes, y se llama 
así porque solamente integramos parte de la función que consti- 
tuye el integrando de la izquierda: la parte Dg. 


A primera vista no parece que la integración por partes preste 
mucha ayuda a la evaluación de integrales porque lo que hace es 


b 
convertir una integral, f (f x Dg), en una expresión aparente- 
a 


mente más complicada que, a su vez, comprende una integral 
que se parece mucho a la inicial. Sin embargo, cuando en lugar 
de las funciones generalizadas f y g, se tienen, en la práctica, 
funciones específicas, puede suceder que la nueva integral 


b b 
j (g x Df), sea más fácil de evaluar que la anterior f (f x Dg), 


y, si sucede así, entonces la regla de la integración por partes 
resulta evidentemente útil. 


Como ilustración, aplicaremos el método a la integral 


b 
f xH——> Xx COS X. 
a 


La función que hay que integrar es el producto de la función 
xx y la función x=——>cos x, que se puede expresar, abre- 
viadamente, por cos, de modo que la integral es 


b 
f (x—— x) x cos. 


La regla de la integración por partes es 
b b 
fu xbe=t xs - [6 <D9) 


y, para usarla en nuestra integral, tomiamos f como x—>x y 
Dg comocos. Por la tabla de integrales elementales sabemos que 
D sen = cos, dé manera queg es la función sen. (Cualquier otra 
función primitiva de cos serviría también, pero la que usamos 
aquí es la selección natural porque es la más sencilla.) Seleccio- 
nadas así f y g, tenemos que 


>, Df E =>1 


LI BON, ¡Dg "c08x 
y, por tanto, nuestra integral se convierte en 


b b 
f (x—— x) xcos = [(x—— x) xsen J) — [ sen x (x= 1) 


que significa lo mismo que 


b b 
f xH—x COS x = [x+—> x sen x]% -) x—> sen x. 
a a 


La integral de la derecha es más fácil de evaluar que la de la 
izquierda; de hecho, es una integral elemental (véase la tabla al 
final de este libro), y x= —cosx es una función primitiva. 
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Podemos, sin embargo, evaluar la integral del lado derecho y ob- 
tenemos así la integral buscada: 


b 
j xH——>x COS x = [x+—— xsenx]? — [x+—— —cos x]? 
a 


= bsenb -- asena + cosb — cosa. 


Cuando se llega a aplicar la fórmula de la integración por partes, 
puede ser que usted encuentre más conveniente usar la siguien- 
te forma, en la cual se muestran explícitamente las imágenes de 
las funciones: 


b 
f x—> f(x) x Dg(x) 
e b 
= [x— fx) xg(x) Y — f x—g(x) x Df) 


Recuerde que Dg(x) es lo mismo que g'(x), la imagen de x pro- 
ducida por la función derivada Dg, que es la derivada de g en 
x. Por ejemplo, cuando se aplica a la integral que acabamos de 
considerar, esta fórmula nos da 


b b 
j LH——XO0EX = [r— xsenx — | sen x x (x—— 1) 
a 


a 


donde 
Fx) = x, Df(x) = 1, 
g(x) =senx,  Dg(x)=cosx. 


La notación continúa siendo engorrosa y, por ello, sugerimos 
que, donde: 


(i) las funciones han sido definidas claramente al comenzar 
un trabajo; 

(ii) no hay lugar a confusión; por ejemplo, es bastante claro 
cuál es el símbolo que se está usando para designar la va- 
riable que define la función; 

(iii) la complejidad del trabajo lo justifica; 


se omita de la notación la parte “x+——” para facilitar el tra- 
bajo. Esto, por supuesto, es un “abuso de notación” pero es una 
práctica normal en la matemática maltratar la notación cuan- 
do la situación lo justifica. 


Modificando nuestra notación obtenemos 


b b 
j xcos x = [xenx ]) — [senx x 1, 
a 


y la fórmula general de la integración por partes se convierte en 


b b 
J $) xDglx) = [fo xg() Y — / gl) x Df) 


Otro punto interesante de la notación es el siguiente: Hasta 
ahora hemos denotado una de las funciones primitivas de una 
función dada f por la correspondiente letra mayúscula, F. Esto 
resulta ahora inconveniente porque F X DG no es una primiti- 
va de f X Dg, de manera que denotaremos una de las funciones 
primitivas de una función dada f por 


fr 
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Notación 
* * 


Notación 1 
* * 


Notación 2 
E! 


esto es, utilizaremos el símbolo de integración sin los extremos 
de la integración. En términos de funciones primitivas, la fór- 
mula de la integración por partes se convierte en 


fr> Dg =fx8- |8x Df, 


donde las dos funciones primitivas de esta fórmula serán deter- 
minadas por su contexto: el resultado asegura que, si E Xx Df 
es una de las funciones primitivas de g X Df, entonces f X g — 


fe X Df es una de las funciones primitivas de f X Dg. Por ejem- 


plo, si tenemos que encontrar una función primitiva de x —— 
xexpx (x E R), entonces escogemos 


FAR g:x”——>€xp x, 


y obtenemos 
[rexpx= xexpx— [ expx x 1 


= X€xXpx — expx 
= (x — 1)expx 
esto es, una de las funciones primitivas de x -— xexpx es 


x——>(x — 1)exp x. 


Ejercicio 1 


Evaluar f x—> xsenx. 
0 


(SUGERENCIA: Tome f(x) = x en la fórmula de la integra- 
ción por partes.) m 


Ejercicio 2 


Aplique dos veces sucesivas la regla de la integración por partes 
para encontrar una función primitiva de x——x? exp x (x € R). 


(SUGERENCIA: Tome fíx) = x? en la primera integración 
por partes.) | 


Ejercicio 3 
b 
Aplique la regla de la integración por partes a la integral J x COS x 
a 


que se ha tratado en el texto, tomando f(x) = cos x y Dglx) = x. 
¿Puede esta aplicación de la regla ayudarlo a evaluar la integral? 
¿Qué enseñanza debe usted sacar de este ejercicio? 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


Solución 1 


Para evaluar 


Tn 
/ X—>X:SONx, 
o 


tomemos 
Fx) = x, de modo que Df) =1; 
g(x) = —cosx de modo que Dg(x) =senx; 
.qa= O, b =TE 


La fórmula 


b b 
Ñ Ft) x Del) = 1/00 x gl) — f 800) < DI() 


se convierte en 


rn Li 
f xsenx = [—Xcos x]ó -/ —COS x 
o 10) 


r 


=ncosr + 0c0s0 +/ COS x 
10) 


=xe x (—1) + 0 + [sen x]5 


Il 


Solución 2 


Sean 


f(x) = x?, de modo que Df(x)=2x, 
g(x) = exp x, de modo que  Dg(x) = exp x; 
entonces, 
fas expx =x?*expx =/ exp x X 2x. 
En la página 28 encontramos que 
fxexpx = (x — 1)exp x. 


Combinando estos resultados y usando la ecuación (2) de la See- 
ción 13.2.1, obtenemos 


[rex = (x? — 2x + 2)expx. 


Es decir, una de las funciones primitivas de x——= x? es 


xH——>(x? — 2x + 2)expx. m7 
Solución 3 
Sean 

f(x) = cos x, de modo que Df(x)= —sen x, 


glx) = ¿x?, de modo que Dg(x) = x; 
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Solución 1 


Solución 2 


Solución 3 


entonces, 


b 
j XCOS X 
a 
b 


= [4x*cos xJ -| — ixsenx. 
a 
En este momento, la integral que hemos obtenido es más com- 
plicada que la que teníamos inicialmente (la potencia de x es 
más alta). La lección que debemos aprender consiste en que, si 
hay varias maneras posibles de escoger f y g en la fórmula de la 
integración por partes, se deben probar todas si desde la prime- 
ra no encontramos una que simplifique la integral. (Una lec- 
ción más puede ser que, silla función que se ha de integrar con- 
tiene una parte que es polinómica, entonces es mejor tomar co- 
mo f la polinómica, en vez de tomarla como Dg, porque, al ser 
derivada, la función polinómica reduce su grado, mientras que, 
integrada, lo aumenta.) ME 


13.2.3 Una aplicación de la integración por 
partes 


Es posible que usted encuentre que esta lección es difícil. Puede 
usted omitirla, por ahora, sin que por ello se afecte la compren- 
sión del resto del texto. Al final de la sección damos un resumen 
de los principales pasos del argumento. 


Como una aplicación más del método de integración por partes, 
consideraremos ahora un ejemplo físico. 


Experimentalmente se ha encontrado que el modo en que se de- 
sintegran las sustancias radiactivas se puede describir, con muy 
buena aproximación, por medio de la fórmula 


Nt) = Aexpl=ct)  (teR*) 


donde A es un número positivo, c es un número positivo llama- 
do constante de desintegración y N es la función definida por 


tiempo, t, medido, 


digamos en años, número de átomos de 
N :| desde algún —l uranio que aún quedan| (t€R”). 
instante inicial en el tiempo t 
arbitrario 
N(t) 
A 
tr»>N(t) 
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13.2,3 


Aplicación 


Ecuación (1) 


El problema consiste en encontrar el tiempo de vida promedio 
de los átomos de uranio; es decir, el tiempo (promedio) que demo- 
ra un átomo de uranio en desintegrarse. Este promedio se pue- 
de expresar como una integral definida que evaluaremos usando 
la integración por partes. 


La vida promedio de los átomos se define por la ecuación 


vida promedio = SUMA de los tiempos de vida de todos los átomos 


número de átomos 


Utilizando las técnicas desarrolladas en la Unidad 9, Integra- 
ción I, podemos lograr «una aproximación del numerador me- 
diante una integral sobre el intervalo de tiempo [0, T'], don- 
de T es algún número muy grande. Dividimos el intervalo de 


tiempo [0, T] en m subintervalos iguales [0, Ani UE. tal, 
lg», tal, ..., [Ttm-1, T], donde m es un entero positivo 
cualquiera. 


N(t) 


Número de átomos 
desintegrados entre 
los tiempos ta y ty 


> y q : 
La longitud de cada subintervalo es —. Consideremos uno cual- 
m 


quiera de estos subintervalos. [t,-¡, ts], por ejemplo. En- 
tonces, el número de átomos cuyos tiempos de desintegración 
caen en el intervalo [t,-,, ts] es 


N(t;-1) — Nty). 
Supuesto que m es grande, de manera que la longitud del inter- 


T a a 
valo — = t, — tr, sea pequeña, podemos hacer la aproxima- 
m 


ción que todos estos átomos se desintegran al final del interva- 
lo, es decir, en el instante t,, de modo que su contribución a 
la suma de los tiempos de vida de todos los átomos desintegra- 
dos en el intervalo [0, T] es, aproximadamente, 


(N(t.-1) — Ns, 


y esta suma de los tiempos de vida viene dada, a su vez, aproxi- 
madamente, por 


suma de los tiempos pa 
de vida de los átomos = Y (N(t.- 1) — Nit). 
desintegrados durante [0, 7] E 


Para usar la definición de integral definida de una función f 
(véase la Unidad 9, Integración I) en la forma 


sde m 
| s= o 210 
0 


m grande M ¿=1 
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Ecuación (2) 


tendríamos que aproximar el factor NÍt»-1) — N(tx) de la 
ecuación (2) por medio de una expresión que dependiera única- 


, 1 
mente de t,, y que fuera proporcional a —. Ahora, el factor que 
m 


queremos aproximar, y que representa el número de átomos de- 
sintegrados durante el intervalo de tiempo  [t»-;, tr], es 


' : TE , pen , 

igual a la longitud — del intervalo, multiplicada por la razón 
m 

media de decrecimiento de N(t) durante este intervalo. 


la pendiente en este punto = DN( ti, ) 


esta pendiente = razón media 
¿e decrecimiento de NÍt) 
durante el intervalo [tx.,,tx] 


decrecimiento 


tra t t 


Así, la ecuación (2) se convierte en 


suma de los tiempos 
de vida de los átomos | _ TL [Pe Ml, 
k: 


desintegrados durante [ —m,£, 
el intervalo [0, T'] 


La clave de todo esto radica en que, para intervalos sumamen- 
te pequeños, podemos aproximar la razón media de cambio por 
medio de la razón de cambio local en algún punto del intervalo, 
digamos, en el extremo t,. Esta razón local de cambio (véase 
la Unidad 12, Diferenciación I) es la derivada en tz y, por 
consiguiente, la ecuación (3) da lugar a esta nueva aproxima- 
ción: 


tk — tk-1 


suma de los tiempos T 
de vida de los átomos 2 SS 
desintegrados durante [0, T] 


donde DN denota la derivada de N. (Como N(t) está decrecien- 
do, —DN(Ít) es positiva.) 


Tomando el límite para valores grandes de m, la aproximación 
de todos los átomos que se desintegran en el tiempo t,, y la 
aproximación de la sustitución de una pendiente media por una 
pendiente local, resultan exactas y, por tanto, la ecuación (4) 
se convierte en 


suma de los tiempos 
de vida de E 
los átomos que se ya f 
desintegran durante [0, T'] 


t— —1tDN(t). 
10) 


Cuando T es muy grande, casi todos los átomos existentes en el 
instante O se habrán desintegrado durante el intervalo [0, T'] 
y, en consecuencia, la contribución del resto de los átomos a la 
vida total ha de ser muy pequeña. Tomando el límite, podemos 
justificar ese aserto. En tal caso, las expresiones “casi todos” 
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Ecuación (3) 


Ecuación (4) 


y “muy pequeña” se convierten, respectivamente, en “todos” y 
“cero”. Tenemos, entonces, que 


suma de los tiempos T 
de vida de todos =. lim: tt—— —t DN(t). 
los átomos Pgrended.o 


Dividiendo este resultado por el número total de átomos que se 
desintegran, que es A, obtenemos la fórmula 


E 1 T 
tiempo de AA A 
vida promedio Tgrande Á Jo 


Esto completa la parte difícil del problema que consiste en con- 
vertir una situación real en una fórmula matemática. Todo lo 
que falta no es más que la evaluación de la integral de la fun- 
ción dada N. 


Esta función dada N se define por 
N(t) = A exp (—ct) (te R?), 
de manera que 


DN(t) = —cA exp (—ct), 


y sustituyendo en la ecuación (5) encontramos que 


tiempo de A ds 
: . = => pa 
vida promedio Eos a t ct exp (—ct). 


La fórmula de la integración por partes (Sección 13.2.2) es 


b pb 
f tt F(0Dg(e) = lt (gel — ] tU g(yDf (t) 
y aquí tomaremos 


ft) =ct  Dg(t) =exp(—ct) 
Df) =c< g=? 


Para g necesitamos una función cuya función derivada sea 
tH—— exp (—ct). En la Unidad 12, Diferenciación 1 vimos que 
la función derivada de la función exponencial es ella misma; 
esto sugiere que probemos la función t -—— exp (—ct) como 8. 
De hecho, la función derivada de t -—> exp (—ct) es t— 
=Cc exp (—ct), que no es exactamente la Dg que buscamos. 
Ahora bien, por la regla del factor constante podemos eliminar 
el factor (—c). Basta tomar 


exp (—ct) 

=cC 
Sustituyendo f(t) y g(t) en la fórmula de integración por partes, 
cona=0 y b=T, obtenemos 


7E T dí 
/ ctexp(—ct) = [ate 5 f exp (ct), 
o cn 


Cc 10) 0 E 


sn 


1 
[—texp(—ct)lg — ¿Lexp(=ct)Jó 


=cT 1 
E E 


=—Texp(—cT)+ 0 -— > 
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Ecuación (5) 


Ecuación (6) 


MB 13.2.3 


de modo que, por la ecuación (6), 


tiempo de _A ¿ 2 a E 4 a 
os Bonao! . - pim, Texp(—cT) Pd ce». Ecuación (7) 


Esto nos libera ya de la integración. 
El último paso es trabajar el límite de la ecuación (7). 


La gráfica de la función N muestra que el límite del término 
1 
A exp (—cT) es0 cuando t es grande. El límite del otro término 


no es tan obvio porque, aunque exp (—cT) es pequeño, sin em- 
bargo aparece multiplicado por un factor T' que es muy grande; 
no es, pues, evidente si el producto es grande o es pequeño. Los 
cómputos muestran que el producto es muy pequeño cuando T es 
muy grande, como se observa en la tabla de la derecha. Es po- 
sible, de hecho, demostrar que, (para c > 0), 

lím (cTexp(—cT)) =0. 


T grande 


0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
0 


— 


Así, el límite de los términos cuyos límites se piden en la ecua- 
ción (7) es cero y, en consecuencia, la fórmula se reduce a: 


1 
tiempo de vida promedio = = 


Esto responde la pregunta formulada en el problema inicial de 
esta sección. 


Resumen Resumen 


* * 


1 El número de átomos de uranio que existen en el tiempo t 
viene dado por 


N(t) = Aexp(—ct) (teR?). Ecuación (1) 
2 El tiempo de vida promedio de los átomos está definido por ' 


; y . suma de los tiempos de vida de todos los átomos 
tiempo de vida promedio =  —_—_——A AAA —-á —>—>——-—á-á-aáa—————— 
número de átomos 


3 El número de átomos desintegrados en el intervalo de tiem- 
po lts, $e] es 
N(t-1) — N(ty), 


y si suponemos que todos se desintegran en el instante t», el 
tiempo de vida total de estos átomos es, aproximadamente, 


(N(t,-1) — Nít,)t;. 


A Dividimos el intervalo [0, T'], donde T es un número gran- 
de, en m subintervalos iguales. El tiempo total de vida de 
todos los átomos que se desintegran en este intervalo es, 
aproximadamente, 


EN (N(t,-1) — Nit) tx 
k=1 


T E [¡Nti=) = NU) x- d 
== >= | ty, puesto que — = ft; — lg-1» Ecuaciones (2) y (3) 
Mii m 


tu — lia 
y E ; 

== Y (DN) i Ecuación (4) 
Mk=1 


34 


5 En el límite, para valores muy grandes de m, 


suma de los tiempos T 
de vida de los átomos =] tt —tDN(t) 
que se desintegran en [0, 7] 


y, por tanto, 
suma de los tiempos E 
(ae vida de todos ; = lím tt —1 DN(t) 
los átomos A 
: 1 ¿4 
vemo de == Mm 3] tU —1DN(t) 
vida promedio Tgrande Á Jo 
T 
= lim LH ct exp (—ct) 
T grande 0 


= E + lím [-Tespí=cD 


C T grande 


1 
——e€xp (—cT) 
C 


13.2.4 Integración por sustitución 


En las secciones anteriores investigamos el efecto de la aplica- 
ción I sobre las operaciones aritméticas definidas en las funcio- 
nes. Como usted recordará de la Unidad 1, Funciones, existe 
otra operación definida en las funciones. En esta sección dis- 
cutiremos el efecto de la aplicación integración sobre las funcio- 
nes compuestas. Podemos ahorrar trabajo y tiempo si utilizamos 
los resultados obtenidos en la Unidad 12, Diferenciación l acerca 
de la derivación de las funciones compuestas. En la Uni- 
dad 1 vimos que, para buscar la recíproca de una función, era 
generalmente muy útil considerarla como la composición de fun- 
ciones: más sencillas. El concepto de composición también es 
útil en la integración. Se puede evaluar más fácilmente una in- 
tegral de una función si encontramos una primitiva que sea, a 
su vez, una composición de funciones más elementales. Ante to- 
do tenemos que averiguar cómo se integra una función compues- 
ta. Como ejemplo consideremos el problema de la evaluación de 
la integral 


b 
| HA NCOS NE) 
a 


donde a y b son números reales positivos. Esta integral parece 
muy semejante a la integral que evaluamos por partes en las dos 
secciones precedentes pero la presencia de cos(x*) en el inte- 
grando, en vez de cos x, establece una gran diferencia. Si in- 
tentamos aplicar aquí el método usado en 


b 
f o O 


a 


encontramos que las funciones f y g corresponden a 
f)=x Dg(x) = cos (x?) 
Di) =.1, g(x) = ? 
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Ecuación (5) 


Ecuación (6) 


Ecuación (7) 


13.2,4 


Discusión 
* *$ 


Anteriormente teníamos Dg(x) = cos x, de modo que g(x) era 
sen x pero, en este caso, no existe una función elemental cuya 
función derivada sea x —— cos(x?) y que podamos emplear 
como g. Este no es el único modo de aplicar aquí la regla de la 
integración por partes pero, en realidad, ninguna de las alter- 
nativas posibles ayuda más que la otra. Por eso, en vez de con- 
tinuar trabajando con el método de la integración por partes, 
consideremos la integral 


b 
f x—> x cos (x?) 


a 
desde un punto de vista completamente nuevo. 


Un modo de evaluar la integral consiste en encontrar una fun- 
ción primitiva apropiada que, por el teorema fundamental del 
cálculo, debe satisfacer la siguiente ecuación (donde F es la 
primitiva buscada): 


DF(x) = xcos(x?)  (xe[a,b)). 
La expresión cos(x?) sugiere que F puede tener la forma 
F(x) = G(x?) (x e [a, b])) 


donde G es alguna función nueva que se debe escoger de acuer- 
do con la ecuación (1). Para utilizar esta ecuación, derivamos 
la función que aparece en la ecuación (2) y obtenemos 


DF(x) = 2x DG(x?) (x e [a, b]) 


por la regla de la derivación de las funciones compuestas (véase 
la Unidad 12, Sección 12.2.5). Entonces, la ecuación (1) nos da 


2x DG(x?) = x cos (x?) (x e [a, b]). 
El modo natural de satisfacer esta condición es hacer 
DG(x?) = $ cos (x?) (x e [a, b]), 
esto es, 
DG(u) = 3 cos u (u e [a?, b?)) 


donde u representa a x?. Hemos reducido el problema de en- 


contrar una primitiva x=—— x cos(x?) a un problema más sen- 


cillo: encontrar una función primitiva de u ——3C08Su. 


Según la tabla de las integrales elementales, esta última fun- 
ción primitiva es ) sen; entonces, obtenemos, de la ecuación (3), 


G(u) = ¿senu (u e [a?, b?)), 
y, después, la ecuación (2) da una función primitiva F, donde 
F(x) = ¿sen (x?) (x e [a, b]). 
Por consiguiente, la integral que tenemos que evaluar es 
ñ 
j x cos (x?) = [F sen (x?)]? 
= ¿sen (b?) — ¿sen (a?) 
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Ecuación (1) 


Ecuación (2) 


Ecuación (3) 


Ejercicio 1 
En este ejercicio, vaya llenando correctamente los cuadros en 
: Ex sb sen. /x 
blanco hasta conseguir la evaluación de AS 
n?2/4 Xx 


Si 
2 
Fx) = 6/3) [re [7 ]) 
entonces tenemos 


DF(x) _senyx 
Xx 


> ii LE dl 


Si ahora hacemos 


Haciendo 


, tenemos que 


€ = u, entonces 


de donde, una función primitiva de u——>2 senu es 
q 


u——> , (iv) 


Así encontramos que 


G(u) = . (v) 


Por la definición de G tenemos que 


Gu) = G(/x) = F(x) 


Así podemos encontrar F(x) en términos de x. La expresión es 


F(x) = (vi) 


tenemos, finalmente que 


a sen, /x xs 
> = , (vii) 
x 


n?24 
pl 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


MB 13.2.4 


Solución 1 Solución 1 
, 1 pr 
(1) DF(x) = SRA 
X 


mE 
(ii) sen ES = 3DG(/x). 


(iii) DG(u) = 2 senu. 
(iv) u—— —2 cos u. 


(v) G(u) = —2 cos u + c, donde c es una constante cualquiera. 
(vi) F(x) = -2 cos /x +<C. 
T 
(vii) [x—— —2 cos Vx]Rj4 = —-2 cos xr + 20085 
= 2 

Ejercicio 2 Ejercicio 2 

Ñ . . (4 minutos) 
Haciendo Fíx) = G(—x?), y escogiendo convenientemente F, 
evalúe 


b 
f x— xexp(—x?). 


donde a y b son números reales positivos cualesquiera tales que 


a <b. Ll 
Para conseguir que la aplicación de este método sea lo más con- Texto principal 
veniente posible, es importante encontrar una fórmula general, .. * 


como hicimos en la integración por partes, que incluya los pasos 
que son comunes a todas las aplicaciones del método. El méto- 
do que hemos discutido en esta sección nace del resultado de la 
derivación de una función compuesta. Por ejemplo, en la eva- 
luación de 


b 
f xH—> x cos (x?) 
a 


buscamos una función primitiva F de la forma 
F(x) = G(x?) 


(véase la ecuación (2)). En general, esta función compuesta tie- 
ne la forma 


F=Gok, 
en la notación introducida en la Unidad 1, de modo que 


F(x) = G(k(x)). 
Aplicaciones y funciones 


b 
En general, si la integral que tratamos de evaluar es f f, en- 
a 


tonces el teorema fundamental del cálculo nos dice que f = DF 
y, en consecuencia, por la regla de la derivación de las funcio- 
nes compuestas (véase la Unidad 12, Sección 12.2.5), tendre- 
mos que 


US (Goik) Xx “ké 
esto €s, 


f = DF =(DGok) x Dk. 
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Así, nuestra integral toma la forma 
b b 
j s=| (DG o k) x Dk Ecuación (4) 


y su valor es 
F(b) — Fla) = G(k(b)) — G(k(a)). Ecuación (5) 


Como la ecuación (4) no nos da G directamente sino que nos 
da DG (si conocemos k), lo mejor es expresar la ecuación (5) en 
términos de DG. Por el teorema fundamental del cálculo pode- 
mos expresar la ecuación (5) en la forma 

k(b) 


F(b), — F(a) = DG. Ecuación (6) 
k(a) 


Escribiendo g en vez de DG y combinando las ecuaciones (4) y 
(6) obtenemos 


b k(b) 
Pe ok) x Dk = | 2. Regla de la integración 
a k(a) por sustitución 
; a? E ie h k * 

Esta es, básicamente, laregla de la integración por sustitución , 
Esta regla aparece en la tabla de las reglas de integración, al fi- 
nal de este libro. No intente memorizar la fórmula; es mucho 
mejor buscarla en la tabla cuando sea necesario usarla. 
Ejemplo 1 Ejemplo 1 


Como ilustración, apliquemos esta regla a la integral que consi- 
deramos al principio de esta sección: 


b 
/ x—— x cos (x?). 
a 


Nuestro primer trabajo corresponde a la selección de 
k(x) = x? (xeR). 
- Puesto que Dk(x) = 2x, y como es necesario que 
(gek) x Dk = x—— x cos (x?), 
tomamos 
gok(x) =3cos(x?)  (xeR) 
que es equivalente a 
g(u) = 4cos u (ueR, y u > 0) 


donde hemos escrito u en vez de k(x), es decir, en vez de x?. 


Esta sustitución de k(x) por u simplifica las operaciones y acre- 
dita el nombre de “integración por sustitución”. La regla nos 
dice ahora que 


b Kk(b) p? 
j xH——>x cos(x?) = f 2 =| u-—>3 cos u 
a k(a) a? 


= [3 sen u]% = ¿sen (b?) — 4 sen (a?) 
2 a 2 Z 
que es el resultado obtenido anteriormente. (E 
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Solución 2 


Sea F una función primitiva de x H—> x exp(—x?); como se 
sugirió en el enunciado, sospechamos que esta primitiva es de 
la forma 


F(x) = G(— x?) (x e [a, b]). 
Entonces, 
DF(x) = —-2xDG(-— x?) (x e [a, b]) 
esto es, 
xexp(—x?) = —2xDG(-x?) (xe[a,b)), 
o 
DG(u) = —3exp(u) . (u e [a?, b?)), 
donde 
u= —x?, 


Ahora, una función primitiva de u——> —¿ exp (u) es 
u-——> —3exp (u) (ue [a?, b?)), 
de manera que podemos tomar 
F(x) = —3exp(—x?) (x e [a, b]), 


y encontrar que 


b 
f xH—>x exp (— x?) = —3 exp (—b?) + $exp(-a?). ES 


Ejercicio 3 


Evaluar f x=—> sen(3x) por medio de la regla de integración 
0 
por sustitución, con k(x) = 3x(x E R). | 


Algunas veces, es mucho más conveniente utilizar la regla de la 
sustitución “hacia atrás”; es decir, comenzar a trabajar por el 
miembro de la derecha de 


b k(b) 
[=to x or =/ g 


k(a) 
Kk(b) 
en vez de comenzar por el izquierdo. En este caso, como f g 
k(a) 
ha sido dada, conocemos k(a) y k(b) y queremos encontrar a y 
b. Es decir, queremos ¿invertir la función k. Esto es posible si k 
es inyectiva (uno-a-uno). Denotando k(a) por « y k(b) por B 
tenemos entonces la regla 


P HB) 
Ps=f e. <or 
donde h es la función recíproca de k. 
Ejemplo 2 


1 
Evaluar f x=—> V1 + x tomando u = Vl1 + x. Aquí, 


=1 
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Solución 2 


Ejercicio 3 
(5 minutos) 


Discusión 
* * 


Ecuación (7) 


Ejemplo 2 


MB 13.2.4, 13.2.5 


a=-—1l, B=-1 
20) = /1+x (xe[—1,1]) 
u=yl+x (xe[—1,1)). 


Nótese que, en esta forma “inversa” de la regla, es h (la recípro- 
ca de k) la que aplica x a u; por tanto, escogemos 


Mhx)=u=yY1+x (xe[—1,1]) 


que, cuando se invierte esta función,* da lugar a 


k(u) = u? — 1 (ue[0, /2)). 
Entonces, sustituyendo en la ecuación (7), obtenemos 
(1) 


1 . 
j — Tex | (u—— g(u? — 1)) x Dk(u) 
-1 


h(-1) 


/2 , 
-| (u—— y) x 2u 


Y 
= [Burjg 
=3$,/2. % 


Ejercicio 4 Ejercicio 4 


i (5 minutos) 


Evaluar / xH=—>xVl1 — x? utilizando la ecuación (7), con 


0 
u = VI — x? (esto es, h(x) = VÍ — x?2). 


13.2.5 Una aplicación de la integración por 13.2.5 
sustitución 
Como una aplicación de la regla de la integración por sustitu- Aplicación 
ción, consideremos el problema de calcular el área limitada por de 
una elipse. La elipse es la curva cuya forma toman las órbitas 
de los planetas y de los cometas que se mueven, por la influen- 
cia gravitacional, alrededor del sol. 
/- 
no. le 
se A pucca del cometa 
E Ñ 
Ú ] 1 
CS: 
Ñ / 
Nx q 
sx Y 
s ed 
mm e 
li a 
Para nuestros propósitos, la elipse se puede definir como la grá- 
fica de la ecuación 
30 E iria 
= G- cuacion 
a? b 
* Tenemos 
(Mx)? = 1 +x 
de manera que 
x = (h(x)? — 1. (continúa en la página 42) 
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Solución 13.2.4.3 Solución 13.2.4.3 
Aplicando la regla, con a =0 y b = r, obtenemos 
r k(re) 
f (go k) x Dk=| g- 
0 k(0) 
El integrando es 
g(k(x)) x Dk(x) =sen(3x), 
y tenemos que Dk(x) = 3; de modo que queremos que 
3g(k(x)) =sen(3x), 
esto es, g(u) = jsenu, donde u = 3x. 
Por consiguiente, la integral dada es igual a 
k(r) 
j Ísenu = [—¿cos u)j* 
k(0) 


= —+¿cos 3 + jcos0 


1 
3 
+3 


alto alma 


Solución 13.2.4.4 Solución 13.2.4.4 
Aquí, u = h(x) = VI — x? (x € [0, 1]), y h es una función 
inyectiva en este dominio, de manera que tiene una función 
recíproca dada por 
x = k(u) =./1 — u? (ue [0, 1)), 
donde h(1) =0 y h(0) =1. 
Así, 


f x—x0/(1 — x?) 


(0) 
ss —u 
= f (u— y/1 u? Xx A = (1 .. u?)) Xx Yi 


= 4. A 


(viene de la página 41) 


donde x y y son coordenadas cartesianas y a y b son números 
reales positivos. * 


(0y):5+%=1) 


* Nótese que a y b se utilizan aquí en un sentido diferente al que se han usa- 
do anteriormente en el texto. 
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Podemos explotar la simetría de la elipse y usar las técnicas de 
la Unidad 9, Integración I Los ejes de coordenadas dividen 
la elipse en cuatro partes congruentes; el área total de la elipse 
es igual a cuatro veces el área de una cualquiera de esas partes, 
digamos, por ejemplo, la parte donde x >0 y y >0. 


Este cuadrante elíptico es el tipo de área que podemos expresar 
como una integral. La fórmula para calcular el área es: 


área de la elipse = f E 
10) 


Aquí, fes la función cuya gráfica es la parte de la elipse mostra- 
da en la figura. El dominio de esta función es [0, a] y, en 
vista de la ecuación (1), debe verificar la igualdad 


, 2 
A (x e [0, a]), 


o, resolviendo para f(x), 


e 
Fx) =b qa (x e [0, a]). 
x? 
(La raíz cuadrada negativa fíx) = —b /1— — sería también 
a 


una solución, pero esta solución corresponde a la parte de la elip- 
se que queda debajo del eje x.) Ahora tenemos 


j gon s Xx 
área de un cuadrante elíptico = / sb 11==>5, 
10) a 


La sustitución (esto es, la selección de la función h:x =>) 
que nos permitirá evaluar esta integral no es tan obvia como 
las otras que hemos usado en esta sección. Sin embargo, la pre- 


E] 


A q . x e 
sencia de un radical que contiene el cuadrado de Z en el radi- 
a 


cando, nos sugiere el uso del teorema de Pitágoras, aplicado al 
triángulo 
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El teorema de Pitágoras nos asegura que la base de este trián- 
2 


gulo es 1 — = 


3, que constituye la parte engorrosa del inte- 
a 


grando. 


po 
mx 


Si denotamos por u el ángulo inferior izquierdo de este triángu- 
lo, tenemos 


x 
senu =-, 
a 


cosu= |l-— 


Sl x 


de modo que tenemos la posibilidad de simplificar la integral, 
mediante la sustitución de x por a sen u. La regla de la integra- 
ción por sustitución, una vez cambiados los extremos para adap- 
tarlos a la notación de esta sección, es: 


a h(a) 
f — f(x) = f (u—> fla) « Di) Ecuación (2) 


0 h(0) 
donde 


hu (x e [0, a)), 


UA (u € [h(0), h(a))). 
La sustitución senu = - corresponde a. 
k(u) = asen u 
x 
h(x) = el ángulo del primer cuadrante, tal que sen (h(x)) = = 


El triángulo muestra que h(x) crece cuando x crece, para x € 
[0, a], y por consiguiente, h es una función inyectiva (uno- 
a-uno); también muestra que, cuando x = 0, entonces u =0, 


T 
y cuando x = a, entonces u => esto es, 
h(0) =0 
T 
h(a) =5. 
(a) > 
Sustituyendo, de acuerdo con esta información sobre h y k, en 
la ecuación (2) obtenemos 


a x? 7/2 
f E 1) 1-5=/ (u—— bcos u) x (a cos u) 
0 a 0 
7 
ya que Jl a cosu, y Dklu) =acosu. 
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Esta integral se reduce a la forma 


r/2 
ab j u—> cos? y. 
0 


Esta integral no es todavía una integral elemental pero, al me- 
nos, logramos librarnos de la raíz cuadrada. 


Para completar la evaluación de la integral, querríamos usar las 
formas elementales de la integración de senos y cosenos. De in- 
mediato no es posible porque el coseno está elevado al cuadra- 
do; luego el primer paso es expresar cos? u en términos de un 
coseno que no esté elevado al cuadrado. Una de las propiedades 
más útiles de las funciones trigonométricas es, precisamente, 
conseguir esa trasformación. Usaremos las identidades* (Véase RB 10) 


1 = cos? u +sen? u 


; (ue R). 


cos 2u = cos? u —sen? u 


Sumando miembro a miembro y dividiendo la suma por 2, te- 
nemos 
cos? u =4 + cos 2u (ue R) Ecuación (3) 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
o ] ) (5 minutos) 

Complete la evaluación de la integral; esto es, obtenga el área 

de la elipse. Compruebe su fórmula mediante la consideración 


del caso especial en que a = b. 5 


*Una identidad (en este contexto) es una fórmula como, por ejemplo, fal = 
g(x), que relaciona las imágenes producidas por dos funciones y que se verifi- 
ca para todos los elementos de su dominio común. En una ecuación la verifi- 
cación se cumple solamente para algunos elementos del dominio. 
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Solución 1 
Utilizando la ecuación (3) para efectuar una sustitución con- 


veniente en la integral y aplicando, después, las reglas de la su- 
ma y del factor constante, obtenemos: 


/2 /2 
tab | u—l+ tab | u-— cos 2u. 
o o 


La primera integral es, ahora, una integral elemental, y la se- 
gunda casi tiene la forma elemental. El modo más sencillo de 
evaluarla es notar que 


D(u-—— sen 2u) = u-—— 2 cos 2u 
de manera que D(u-—> ¿sen 2u) = u——cos 2u y, por consi- 
guiente, u——> ¿sen 2u es una primitiva apropiada. 


La integral se convierte así en 
lab[u—— u]y? + jab[u—— ¿sen 2u]g/? = ¿nab +0. 


Esta es el área de un cuadrante elíptico. Podemos, pues, con- 
cluir que 


área de la elipse = rab 


(No intentamos sugerir que este es el mejor medio de calcular el 
área de una elipse; si usted siente alguna inclinación por la 
geometría, pensará en algún otro método más obvio. Nuestro 
principal objetivo aquí es ilustrar el método de integración por 
sustitución.) 


Para la comprobación, considérese el caso especial en que b = a. 

En tal caso, la elipse es una circunferencia de radio a, cuya área 

viene correctamente dada por la fórmula anterior trasformada 
2 

en ra?. 


(na 
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Solución 1 


13.2.6 La evaluación de — 

Además de darnos en términos de r, el área de una elipse de 
dimensiones conocidas, las integrales que hemos estudiado nos 
sirven también para preparar un método para calcular r numé- 
ricamente. Hemos demostrado que 


a x? 
—» l— 7 = amb; 
0 


entonces, escogiendo convenientemente los valores de a y b 
(digamos a = b = 1) y evaluando la integral por medio de la 
regla de Simpson* por algún otro método numérico, podemos, 
en principio, calcular r. 


Cuando x está cerca de a la pendiente de la gráfica de x—— 


2 
| x ; ; e > 
1 — se hace muy grande y las franjas de aproximación uti- 
a 


lizadas en la regla de Simpson dejan de ser rectángulos. Así, la 
ecuación (1) no conduce a un método muy seguro para calcular 
TT. Hay otras integrales que producen mejores resultados. La 
más sencilla es 


f O. 
es 14x? 4 


Ejercicio 1 
Verifique el resultado de la ecuación (2) utilizando la sustitu- 
ción 

x= tanu (xe[0, 1)), 


donde u es un ángulo del primer cuadrante. Es posible que ne- 
cesite la identidad 


1 + tantu=sectu  (ueR). la] 


Ejercicio 2 


Calcule un valor de r aplicando la regla de Simpson, con cua- 
tro franjas, a la integral de la ecuación (2). 


La regla de Simpson para cuatro franjas es 
p h 
f f= 3Uo + Ay + 2y, + 4y3 + Ya) 


donde h es la amplitud del intervalo, y yo, y¡, ..., y, son las 
ordenadas de los extremos de los intervalos. 


Trabaje hasta la cuarta cifra decimal. A la derecha damos una 
parte de una tabla de inversos. E 


* Véase la Unidad 9, Integración I, Sección 9.4.2. 
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13.2.6 


Aplicación 
a 


Ecuación (1) 


Ecuación (2) 


Ejercicio 1 
(5 minutos) 


Ejercicio 2 
(5 minutos) 


MB 13.2.6 


Solución 1 Solución 1 


La regla de la integración por sustitución nos dice que 


1 1 h(1) 1 
H——>> —_—__—— = AT, Dk le 
[ P=TFR " fa 77) 2H 


Tomando x = tan u, tenemos: 


k:u-—> tan u fue[o.5 |) 


h:xH——>el ángulo de [03] cuya tangente es x 
ER y 220 


y, en particular, como hemos restringido u al primer cuadrante: 


h(0) = 0 


h(1) = 7 ya que tanZ =k 


Por consiguiente, la integración nos da: 


IN 1 n/4 1 
AA = u— ————)] x sec? u 
0 1 + x? f 1 + tan? u 

n/4 


=| u_—= 1 
10) 


= [u—ul¿* 


Solución 2 Solución 2 


Usando la interpolación lineal en la tabla de los inversos (véa- 
se la Unidad 4, Diferencias finitas, encontramos 
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Por la regla de Simpson encontramos (puesto que la amplitud 
del intervalo es 0,25) 


= 1,0000 + 4 X 0,9412 + 2 x 0,8000 


+ 4 x 0,6400 + 0,5000) 
0,25 


= —— (9,4248); 
3 (9,4248); 


por tanto, 
Tr = 3(9,4248) = 3,1416, 


que es un resultado sorprendentemente exacto obtenido con 


mucho trabajo. El 
13.2.7 La notación de Leibniz 13.2.7 
En el curso fundamental de matemática utilizamos la notación Notación 


* 


b 
f f para representar una integral definida porque de ese modo 
a 


insistimos en que el integrando es una función. Hemos escogi- 
do esta notación confiando en que haría las ideas lo más claras 
posibles, en cuanto a la expresión de la relación de nuestros di.- 
versos teoremas y técnicas con las ideas fundamentales sobre 
funciones (adición, multiplicación y composición de funciones) 
que fueron introducidas en la Unidad 1. Sin embargo, muchas 
personas (entre las que se incluyen muchos autores de libros de 
cálculo) prefieren utilizar una notación diferente, notación que 
se debe a Leibniz. 


La notación de Leibniz tuvo ya una breve introducción en la 
Unidad 9, Integración I, y la mencionamos en la Unidad 12, 
Diferenciación I. Si y = f(x), entonces, en la notación de 
Leibniz. 


b b 
j y dx corresponde a fr 


lvl o [ykZó corresponde a [fJ; 


fra corresponde a FIx) o [fc 


donde F es una de las funciones primitivas de f. Así, 


1 1 1 
1 ——— dx equivale a l x= 
0 


o1+x EE 


La expresión de la izquierda se suele abreviar a 

É dx 

0L1+x 
Para trascribir una fórmula de la notación de Leibniz a la no- 
tación de funciones, o viceversa, basta recordar que 


b b 
| ydx corresponde a f a 
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donde y se puede sustituir por una expresión en x cualquiera, 


o fíx), 


tal como 
Ex 


y que 


dy 
di corresponde a Df(x), 


donde f se define por f:x*—— y, con un dominio conveniente 
b 

(véase Diferenciación 1). Es importante notar que 1 y dx 
a 

depende de a y de b y de la función x*——> y, mientras que 


E dx da la imagen de x producida por alguna función: depen- 


de del valor de x, de la constante de integración y de la función 
x —> y. Por ejemplo, tenemos que 


b 
| xdx = jb? — la? 
a 
mientras que 
f xáx =h*+c 


donde c es algún número real. 


Nuestro “abuso de notación” (véase la Sección 13.2.2, página 27) 
nos da expresiones que están muy cerca de las correspondien- 
tes expresiones en notación de Leibniz. 


Ejercicio 1 


Trascriba las siguientes expresiones de notación de Leibniz a 
nuestra notación funcional corriente. 


1 

(i) f (1 + x)dx, 
-1 

(ii) fo — x)dx, 


b b 
Gi) f fojdx = | f foods. 


d b 
(Y J fe) dx = f(0). ” 


Ejercicio 2 


Trascriba a notación de Leibniz las reglas de integración, a 
partir de las formas: 


ú Piel y (keR), 


á) [uro=1+58 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Ejercicio 2 
(5 minutos) 


MB 13.2.7 


b b 
Gi) [rs =t1 em gx Df. 
k(b) 


úv) [eo xDk= | y, 


k(a) 
HB) 
(v) p == / (go k) x Dk, donde h es la recíproca de la 
Ia) función k, 
y escriba un ejemplo de cada fórmula con números específicos 


y con funciones en vez de f, g, h, etc. A 


Las formas de Leibniz de las reglas de integración se pueden Discusión 
simplificar mediante la introducción de nuevas variables que Sd 
sustituyan a f(x), g(x), etc. 


Definiendo p = f(x), q = g(x) y (como hicimos en la Sección 
13.2.4) u = k(x) o h(x), podemos rescribir las reglas así: 


(i) [roáx=x [pax 
(ii) [o+odx= [pax + $ gáx 


Bd d 
(ii) j pS dx = [pal — f a dx 


b du k(b) 
(iv) | u)— dx = u) du. 
a gl dx k(a) gl 
b h(b) 
(v) / qdx =| Pa du. 
a h(a) u 


La trasformación del integrando en (iv) y (v) es fácil de recor- 
dar, ya que el paso principal está expresado en la ecuación 


dx 
= —d 
dx E. u 


(no olvide, sin embargo, que en (iv) y en (v) las integrales que 
aparecen a uno y otro lado de las igualdades tienen extremos 
diferentes.) 


Para trascribir en sentido opuesto, el punto importante es tra- 
bajar siempre con las imágenes de las funciones, en vez de tra- 


bajar con las funciones mismas. Por ejemplo, para llevar [ FX 


a notación de Leibniz, comenzamos por expresar la integral en 
términos de imágenes; esto es, 


fs x ¿= [fot 


b MM 
que equivale a f Fa)g(x) dx en la notación de Leibniz. 
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Solución 1 Solución 1 
1 
(i) J > 1H X 
eN 


(ii) F(x), donde F es una primitiva de x»——>1 — x (x ER), o 


[f—a - ») (x). 


b b 
(iii) / f= [fr] (o[F]?)) donde fro F) es una función pri- 


mitiva de f. b 
(iv) DF(b) = f(b), donde F es tal que | f = F(b) — Fla); es de- 


cir, F es una función primitiva de f. Esta fórmula corres- 
ponde a la expresión de la primera parte del teorema funda- 
mental del cálculo. Véase el ejercicio 13.1.2.1. Sl 


Solución 2 Solución 2 


6) Pur fs 


se convierte en 


P— kf(x) = k [«—=50 


a 


de donde 


f kf(x) dx =k f f(x) dx. 


Gi) [uro=[1+ [1 


se convierte en 


Ñ x— (f(x) + g(x)) = [x—=10 + [—<0 


de donde 


b b b 
[uo + sona =| s9dx + | g(x) dx. 


b b 
Gi) uxoa=1=eb- | (6D) 
se convierte en 


b 
| 1£09D860 = Lo— Soga: 


b 
| 200/00, 


de donde 


df(x) 


de dx. 


b b 
10 as = 110090 — | 460 


52 


MB 13.2.7, 13.2.8 


k(b) 


b 
(iv) | 6-r) x Dk= q 


k(a) 


se convierte en 


b k(b) 
[«—=suoxco = | u—> glu), 


k(a) 
de donde 
b k(b) 
f O a [7 gu) du 

a dx k(a) 

1 h(B) 
(v) fs-/ (g + k)Dk 

a h(a) 


se convierte en 


B h(B) 
[«—= 90 = |" —gtupDk, 
a h(a) 


de donde 
b h(B) dkíu 
[sax =f a a 
a h(a) u lA 
13.28 Apéndice (véase la Sección 13.2.1) 13.2.8 
Para deducir la ecuación (2) a partir de la ecuación (4) podemos Apéndice 


proceder de esta manera: sea F una función primitiva cualquie- 
ra de la función f dada en la ecuación (2); entonces, por el teo- 
rema fundamental del cálculo, kF es una primitiva de Rf y, por 
tanto, tenemos que 


[1002 ur) iria = «04 y 


lo que demuestra la ecuación (2). 


Para invertir el argumento y demostrar la ecuación (4) a partir 
de la ecuación (2), sea f la función derivada de la función F da- 
da en la ecuación (4); entonces, el teorema fundamental del 
cálculo nos dice que 


b 
r=r0-ro, 
y, así, la ecuación (2) nos da 


[w- ef 5= KkF(b) — kFla); 


es decir, RF es una función primitiva de Rf y, por consiguiente, 
basándonos nuevamente en el teorema fundamental del cálculo, 
escribimos 


D(KF) = kf = k DF, 


y queda demostrada la ecuación (4). Las demostraciones de la 
ecuación (1) a partir de la ecuación (3), y la (3) a partir de la (1) 
son semejantes a estas. Trabájelas como ejercicio. 
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13.3.1 Algunas funciones primitivas 
elementales ] 


x  (xeR) con aeZz* 


a+ 1 
xa+l 
a+l 


Pa (xeR*) con aeR y at—1 


xr ER”) In x 


(xeR y ax+b>0)conax0 =in(ax +5) 


ax +b 


2 cos (ax) 


sen (ax) (xeR), con a %0 


cos (ax) (xe R), cona 40 


E sen(ax) 
a 


exp (ax)(xeR), cona 40 =explax) 


E 3 
, do E + 


DF = [F], = F(b) — F(a). 


del factor constante 


[ufo 


Regla de la suma 


TA 


E [rre fr+ fe 


Integración por partes 
[ss Dg=[f x 2-f nr 


b ] 
| «—.100 x Dg 


k b E p 
=[— f(x gd -| x—> g(x)x Df(x). 


egración por sustitución 


po 


[s= [00904 


) 
Po—a0 = ñ u—> (ku) <- DH), 


donde h es la función recíproca de k. 
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